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Resumen

Este trabajo presenta un estudio historico de la sucesion de Fibonacci, recopilando
algunos elementos, conceptos y situaciones que anteceden y contribuyen a la
consolidacion de dicha construccion como objeto matematico. A partir de los
elementos de analisis de una practica matematica, se analiza el problema de la
reproduccion de los conejos presente en el libro Liber Abaci, escrito por Fibonacci; y
se comparten algunas propuestas para ser llevadas al aula, a través de las cuales se
pueda generar procesos interdisciplinarios entre las areas de Matematicas y ciencias
naturales.

Palabras clave: Educacion secundaria; Investigacion documental; Historia de las
Matematicas; Pensamiento numérico; Interdisciplinariedad; Practica matematica.

Definicion y relevancia del problema

La sucesion de Fibonacci, planteada en el siglo XIII por Leonardo de Pisa, es un objeto
matematico relacionado con patrones en la naturaleza, el arte y la arquitectura. Por ello, esta
sucesion puede considerarse un medio para promover la interdisciplinariedad entre las
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Matematicas y las ciencias naturales, pues le permite al maestro conectar los conceptos con
aplicaciones del mundo real. Esto favorece una mayor receptividad y motivacion en los
estudiantes, ya que, como destacan Minnaard y Condesse (2005), la sucesion de Fibonacci es
capaz de despertar interés, atencion y admiracion en los estudiantes, debido a su belleza y su
relacion con el entorno natural.

En este trabajo se realiza un anélisis historico de la sucesion de Fibonacci, algunas
implicaciones para su ensefianza, y especialmente, su potencial para promover
interdisciplinariedad entre las Matematicas y las ciencias naturales. Estudiar la sucesion de
Fibonacci desde la concepcion de practica matematica permite comprender acciones humanas,
eventualidades e intereses que han contribuido a su construccion. El estudio historico posibilita
determinar elementos fundamentales para comprender la sucesion, sus aplicaciones y
posibilidades para la ensefianza, con el fin de que los estudiantes perciban la Matematica como
una disciplina viva, conectada con el medio y con diversos saberes (Cordoba, 2015).

Referencial teorico

Para alcanzar el objetivo del presente estudio, se parte de considerar la construccion de la
sucesion de Fibonacci desde los elementos de anélisis de una practica matematica. Esta tltima es
comprendida como el conjunto de acciones de los individuos que, en medio de sus actividades
matematicas, guian y orientan sus procesos de subjetivacion y objetivacion de la cantidad, la
forma y la variacion de una u otra (Obando, 2015). Por otra parte, Flores (2016) afirma que la
practica es fundamental en la creacion matematica, lo que permite comprender la importancia del
analisis de la practica matematica; constituyendo no s6lo un campo de estudio mas amplio,
considerando aspectos histéricos, culturales y cognitivos que permite comprender la forma en la
que ha cambiado la Matematica.

El analisis de la practica matematica resulta importante en el estudio historico de las
Matematicas, debido a que, a través de este, se logra aproximar como piensan los sujetos
situados en un lugar y momento particular con diversas influencias. Ademas, las ideas teoricas
que necesita acoger o desarrollar, asi como las relaciones y representaciones que se establecen
con los elementos tangibles (material fisico) e intangibles (lenguaje) a los que se acude para
elaborar una determinada construccion intelectual o ejecucion de sus acciones.

En lo que respecta a la sucesion de Fibonacci se caracteriza por ser una sucesion recurrente
de segundo orden, dado que cada elemento es construido con la suma de los dos anteriores
(Markushévich, 1986). 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, ... son algunos de sus
términos. De esta manera, la definicion formal de esta sucesion esta dada por la expresion a,, =
an_1 + a,_, paran = 3,y parte de dos términos predeterminados a; =1 y a, = 1, siendo a
el término de la sucesion en la posicion n. Asi pues, paran = 3, az = az_; + as_,, es decir,
az = a, + a4, por lo tanto, az; = 1 + 1 = 2. Consecuentemente, pueden ser determinados los
demas términos de la sucesion utilizando dicho procedimiento. Este objeto matematico esta
caracterizado por la sencillez de su expresion y su reiterada aparicion en patrones inmersos en la
cotidianidad, entre ellos, la reproduccion de algunos animales, los frutos, y el crecimiento
armoénico y la configuracion de la estructura de diversas plantas; como en el caso de las flores,
pinas, conchas de moluscos o de nautilus, semillas del girasol, entre otras (Viggiani, 2006).
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Método y desarrollo conceptual

El estudio es de caracter historico y se empled la técnica de analisis de contenido. La
fuente primaria utilizada es el Liber Abaci, escrito por Fibonacci, y su analisis se realizo6 a partir
de los elementos constitutivos de una practica matematica. Asi pues, Obando et al. (2014)
identifican varios elementos a tener en cuenta para el andlisis de practicas matematicas, los
cuales se pueden condensar en tres marcos principales e interrelacionados entre si, basados en la
propuesta de Ferreir6s (2010):

— Marco tedrico: relacionado con el objeto de conocimiento sobre el que se actlia, los
conceptos ligados a este, el discurso o lenguaje a través del cual se le da soporte
epistémico a la practica matematica, el conjunto de estructuras y modelos tedricos que
justifican su quehacer y los problemas planteados en funcion de su estructura y la forma
de la actividad de los individuos.

— Marco simbélico: ligado a los instrumentos fisicos y simbdlicos y a los procedimientos
formales e informales que les facilitan la accion matematica a los sujetos, asi como las
técnicas o métodos que permiten usar esos instrumentos.

— Agencia: relacionado con el sujeto, el contexto en el que esta situado, las visiones
metamatematicas que orientan la toma de decisiones sobre la practica matematica, las
instituciones que inciden en su construccion, las cosmovisiones, las valoraciones y las
posturas filosoficas y ontoldgicas.

Este estudio esta enmarcado en la primera mitad del siglo XIII, periodo en el cual el
italiano Leonardo de Pisa public6 su obra titulada Liber Abaci, traducida como E! libro del
abaco. Dicho libro es uno de los textos matematicos mas importantes de la Edad Media, pues
contribuy¢ a la expansion y difusion de los nimeros indoardbigos y los algoritmos para realizar
calculos aritméticos con ellos (Sigler, 2002).

El libro esta dividido en quince capitulos, en los que se presentan alrededor de 200
problemas relacionados con las actividades comerciales, econdmicas, mercantiles y cotidianas de
aquella época en Europa (Falconi, 2012). El Liber Abaci posee dos versiones, una de ellas
publicada en 1202, y otra en 1228 (Ugarte, 2011). En el presente trabajo se utiliza la segunda
version, tomando como referencia la traduccion del latin al inglés moderno, realizada por Sigler
(2002). La eleccion de dicho libro se debe a que, en el capitulo 12, se plantea un problema
relacionado con la reproduccion de una pareja de conejos, cuya solucién emplea la conocida
sucesion de Fibonacci.

Resultados

En este apartado se exponen los hallazgos encontrados a partir de los tres marcos de
analisis de una practica matematica (agencia, marco teorico y marco simboélico) y un apartado
relacionado con las lecciones pedagdgicas, en el que se presentan algunas propuestas para llevar
al aula la interdisciplinariedad antes descrita.

Agencia

Leonardo de Pisa, conocido como Fibonacci, nacié en Pisa alrededor del afio 1175, en una
familia de mercaderes. Su padre, Guglielmo Bonacci, fue nombrado cénsul de la comunidad de
mercaderes pisanos en la ciudad argelina de Bugia alrededor de 1190, y se llevé a Leonardo
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junto a ¢l para que se instruyera en el arte del calculo. Leonardo recibio educacion de maestros
arabes, quienes le ensefaron el sistema de numeracion indoarabigo y técnicas para operar con él.
Ademas, le mostraron textos matematicos arabes sobre algebra como el Hisdb al-jabr w'al-
mugabalah escrito por al-Khwarizmi (Koshy, 2001).

Posteriormente, viajo por Egipto, Siria, Grecia, Sicilia y Provenza para realizar negocios,
donde ampli6 sus conocimientos matematicos y estableci6 discusiones con eruditos locales. En
1200, regres6 a Pisa y escribi6 el Liber Abaci, donde exaltd las ventajas del sistema de
numeracion indoarabigo y presentd algunos métodos aritméticos y geométricos para operar con
este sistema. También, incluyd numerosos problemas sobre el comercio, tales como la
conversion entre monedas e intereses, y situaciones relacionadas con el movimiento de barcos y
animales.

El Liber Abaci marcé un hito en la forma en que muchos europeos utilizaban y operaban
los nimeros. Si bien, el sistema de numeracion indoarabigo ya habia llegado a Espaiia a través de
los musulmanes, su uso aun era limitado y los nimeros romanos seguian predominando en las
practicas matematicas del continente. El problema de este sistema es que no permitia escribir las
operaciones paso a paso en papel, y su calculo era largo y tedioso.

A partir del siglo X, Europa comenzd a recuperarse econdémicamente tras la llamada Edad
Oscura. El comercio jug6 un rol importante, particularmente en las ciudades italianas de
Venecia, Génova y Pisa (Ugarte, 2011). El uso de la Matematica era fundamental, por lo que
utilizar un sistema numérico y un algoritmo mas sencillo, les permitiria a los comerciantes
realizar su trabajo de una manera mas eficiente. Poco después de la muerte de Fibonacci en
1240, el sistema indoarabigo y los problemas del Liber Abaci, empezaron a apreciarse y a
adoptarse gradualmente en actividades comerciales (Koshy, 2001).

Marco tedrico

Uno de los problemas planteados en el capitulo 12 del Liber Abaci esta relacionado con la
reproduccion de una pareja de conejos durante un ano. Dicho problema versa asi:

Un hombre tenia un par de conejos en un lugar cerrado y deseaba saber cuantos pares se crean a partir
de este par en un aflo, considerando que en un mes cada par da lugar a otro par, y al segundo mes, los
nacidos comienzan también a reproducirse. (Sigler, 2002, p. 404)

La solucion a dicho problema es de la siguiente manera: se parte de una pareja sin
reproducirse; para el primer mes habra dos pares dado que la pareja inicial tiene el primer par de
crias; en el segundo mes habra tres parejas, (las dos anteriores del primer mes y una nueva cria
de la pareja inicial); en el tercer mes, dos parejas reproduciran dos parejas mas para un total de
cinco pares; en el cuarto mes se anaden tres pares mas, pues hay tres parejas adultas que dan a
luz a tres parejas jovenes, para un total de ocho pares; en el quinto mes hay ocho parejas de las
cuales cinco pueden reproducirse, por lo que habra cinco pares de crias adicionales, para un total
de trece parejas. Siguiendo el algoritmo anterior se determina la forma aditiva de reproduccion
de pares de conejos al cabo de un afio, a los pares que se tienen, se suman los pares nacientes que
corresponde, de igual manera, a la cantidad de parejas adultas en el mes anterior (ver Figura 1).
Al finalizar la ejecucion de los procedimientos para cada mes, se concluye que al cabo de un afo
se tendra un total de 377 parejas.
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Seglin Rincon (2004) la situacion planteada parece ser una excusa para revelar la sucesion
encontrada, en lugar de un estudio experimental. Las condiciones con las que es construida no
incluyen la posibilidad de la muerte de los conejos, el sexo de las crias, la cantidad posible de
crias por apareamiento, etc. Por lo que su uso como modelo de este fendmeno biologico es
impreciso. Aunque Fibonacci no denomina el patron como una secuencia recurrente, si reconoce
que existe un comportamiento regular entre los nimeros y lo explica asi: “puedes ver en el
margen como operamos, es decir, que sumamos el primer nimero al segundo...el segundo al
tercero, y el tercero al cuarto, y el cuarto al quinto, y asi sucesivamente hasta que sumamos el
décimo al undécimo” (Sigler, 2002, p. 405).

Growth of Rabbit Colony

Months Adult Pairs Young Pairs Total
1 1 1 2
2 2 1 3
3 3 2 5
4 5 3 8
5 8 5 13
6 13 8 21
7 21 13 34
8 34 21 55
9 55 34 89

10 89 55 144
11 144 89 233
12 233 144 377

Figura 1. Tabla que registra la reproduccion de los conejos al cabo de un afio (Burton, 2006).

En el prologo del libro, Fibonacci declara su intencion de mostrar “pruebas ciertas de casi
todo lo que se incluyd” (Sigler, 2002, p. 404). Sin embargo, el problema de los conejos carece de
una justificacion similar a la de otros problemas del capitulo y del libro. Ninguno de los demas
problemas presentes en el capitulo estaba relacionado con la sucesion; no obstante, dicho
capitulo registra algunos problemas sobre el comercio, que refieren otras categorias de
sucesiones, como las progresiones geométricas.

Fibonacci fundament6 su trabajo en diversas obras: las Matematicas de Euclides, estudios
arabes, estudios indios y egipcios, incluyendo la del matematico persa al-Khwarizmi y la teoria
de nimeros de Diofanto. Segiin Koshy (2001), no hay evidencia de que Fibonacci haya tenido
acercamiento previo a la sucesion presentada en el problema de los conejos. No obstante, antes
de la publicacion del libro, los nimeros de Fibonacci ya se encontraban en trabajos matematicos
indios como el Chandahsastra, texto escrito por el matematico indio Pingala. Dicho texto es un
tratado relacionado con la métrica poética de la poesia sanscrita, donde retrata un problema sobre
las métricas poéticas que se forman para un cuarto de estrofa con un determinado niimero de
matras 0 moras.

La matra es una unidad de medida que determina la duracioén de una silaba o sonido, las
silabas pueden clasificarse en funcion de esto: la silaba Laghu (corta) tiene una duracion de una
matra y la silaba Guru (larga) una duracion de dos matras. Pingala encontrd que las posibles
combinaciones de silabas largas y cortas en un verso pueden modelarse matematicamente
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(Singh, 1985). Asi es como Virahanka, a partir de este trabajo, desarrollé dicho modelo que
permite calcular el numero total de esas combinaciones M,, para un valor dado n de matras, y
demostro que M,, = 1,2,3,5,8,13,21, ...paran =1,2,3,4,5,6, 7, ..., lo cual corresponde con
los nimeros de Fibonacci que, segiin Dutta y Sriramb (2016), pueden estar inspirados por el
trabajo de Pingala.

Marco simbolico

El problema citado presenta la cuestion de la reproduccion y crecimiento de una poblacion
de conejos bajo un supuesto particular y muestra como se da la sucesion de Fibonacci en funcion
de la cantidad de pares de conejos cada mes. Se utiliza el nimero de parejas de conejos como
variable, representada con niumeros indoarabigos, y los meses como unidad de medida de tiempo.

La descripcion es secuencial y progresiva, de tal forma que el desarrollo del problema es
ordenado y cuenta con un apoyo ilustrativo que sistematiza el desarrollo y solucion del problema
(ver Figura 2). Cuenta con un estilo retorico en el que se usa vocabulario coloquial que sugiere
una intencion pedagdgica, pues se dirige a un publico general. Ademas, no se utiliza simbologia
matematica que exprese el algoritmo para obtener los términos de la sucesion (Livio, 2016). En
cuanto a la representacion numérica, emplea el sistema de numeracion indoarabigo en la
notacion de la época.

beginning
first
second
third
fourth 8
fifth 13
sizth 21
seventh 34
eighth 55
ninth 89
tenth 144
eleventh 233
end 377

R

Figura 2. Nota que apoya la solucion del problema (Sigler, 2002).

Lecciones pedagogicas

La sucesion de Fibonacci tiene un gran potencial para ser llevado al aula, para lo cual debe
definirse previamente su objetivo pedagogico. Una alternativa es el enfoque de las Matematicas
recreativas, entendidas como juegos y problemas disefiados para generar conocimiento a través
del disfrute y la diversion (Bernuy, 2022). Segin Ugarte (2011), los problemas del Liber Abaci
pertenecen a este ambito, asi el problema de los conejos podria presentarse tal cual como lo
plantea Fibonacci. Su solucion fomenta el razonamiento 16gico, el empleo de las sucesiones
numeéricas, la modelacion y la generalizacion. En este sentido, su uso es valioso si el objetivo de
aprendizaje es comprender la definicion de ciertos casos de sucesiones recurrentes o
crecimientos poblacionales.

Por otro lado, el problema de los conejos no tiene que aplicarse de manera literal, sino que
puede servir como punto de partida para desarrollar otras estrategias que fomenten procesos
interdisciplinarios. Aunque la sucesion de Fibonacci no modela con fidelidad la reproduccion de
conejos, esta situacion puede inspirar a la creacion de modelos matematicos mas realistas que
consideren otras variables relevantes en algin tipo de poblacidon de conejos. Asi que, desde un
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enfoque interdisciplinario, se podria realizar una modelacién matematica que dé cuenta de la
reproduccion de cierto numero de parejas de conejos, reconociendo factores como el tiempo en
alcanzar la madurez sexual segun la raza o el periodo de gestacion, y buscando que los
estudiantes realicen proyecciones e interpretaciones matematicas a partir de la generalizacion del
patron encontrado en el fenomeno bioldgico.

Uribe (2008) senala que los nimeros de la sucesion de Fibonacci estan presentes en la
disposicion en espiral de las ramificaciones de los tallos de algunas plantas, lo que les permite
optimizar su exposicion al sol, la lluvia y el aire. Por ejemplo, cierta planta ha requerido de tres
giros completos para atravesar ocho ramificaciones, obteniendo una razon filotactica de 3/8,
siendo el denominador el nimero de ramificaciones atravesadas, y el numerador indica la
cantidad de giros completos; esta y demas razones que emergen del nlimero de giros y
ramificaciones suelen estar relacionadas con los términos alternos de la sucesion de Fibonacci
(Livio, 2016).

Esta situacion puede ser llevada al aula a través de una de las actividades enunciadas por
Pallchisaca y Zhimnay (2019) que consiste en realizar un ejercicio exploratorio alrededor de la
institucion educativa, donde los estudiantes busquen tallos con ramificaciones. En primera
instancia, se les ensefia la sucesion de Fibonacci, su definicidon como sucesion recurrente, sus
caracteristicas y algunas de sus apariciones en la naturaleza. Luego, indicaran si la proporcion
filotactica de las ramificaciones de la planta que encontraron en la exploracion cumple o no con
los niimeros de la sucesion Fibonacci, ademas, pueden indagar informacion adicional sobre la
planta.

Las aplicaciones mencionadas enriquecen el aprendizaje en el aula y promueven la relacion
de objetos y conceptos matematicos con situaciones de diversos contextos, mostrando que las
Matematicas no son ajenas a la vida cotidiana, son una respuesta a la necesidad humana de
identificar patrones, generar regularidades y estandarizar los eventos que ocurren alrededor de
las practicas sociales y culturales. De este modo, las Matematicas surgen como un lenguaje que
permite interpretar el entorno, comprender los fendmenos que en ¢l se desarrollan y proyectar
soluciones ante las problematicas que surgen en la vida misma. La sucesion de Fibonacci resulta
ser entonces un objeto matematico idoneo para transversalizar las Matemadticas con otras areas
del conocimiento, en particular, con las ciencias naturales. La exploracion de los antecedentes
historicos y los componentes de la practica matematica alrededor de este objeto de estudio dan
valor agregado al conocimiento del profesor de Matematicas y ofrece distintas posibilidades para
su ensefianza.

Conclusiones

La sucesion de Fibonacci es una sucesion recurrente de segundo orden que se popularizéd
en Europa durante el siglo XIII a través de un problema relacionado con la reproduccion de un
par de conejos, planteado en el Liber Abaci, un libro escrito por Leonardo de Pisa, mas conocido
como Fibonacci. Aunque se le atribuye a ¢l, esta sucesion ya era conocida siglos antes, por los
hindues, y era usada en la métrica poética de la poesia sanscrita. Sin embargo, esto no reduce la
importancia que posee la publicacion de Fibonacci para la historia de las Matematicas, pues
permitio su reconocimiento y fue el punto de partida para la realizacion de estudios posteriores
que muestran la presencia de la sucesion en otros contextos.
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El analisis de la sucesion de Fibonacci como practica matematica permitid dar cuenta de
ciertos elementos y actores sociales, geograficos, culturales, politicos y econdomicos que pudieron
incidir en su construccion. Es a través del analisis de estos elementos que se encontrd una notoria
relacion entre esta sucesion y demas ramas del conocimiento, lo cual puede ser llevado al aula
para contribuir en la interdisciplinariedad, particularmente junto a ciencias naturales, procesos
que se requieren en la educacion basica y media colombiana. Asi pues, la sucesion de Fibonacci
puede ser utilizada en el aula tanto para trabajar su definicion por recurrencia y su tipo de
crecimiento, como para analizar su relacion directa con patrones inmersos en la naturaleza. Esto
permite a los estudiantes desarrollar procesos de modelacion y generalizacion que, a su vez, les
posibiliten comprender fendmenos como la reproduccion de ciertos animales o las caracteristicas
filotacticas de diversas plantas.

Se sugiere continuar realizando estudios de carécter historico que enriquezcan la
Educacion Matematica y ayuden a comprender el origen de los objetos matematicos. Finalmente,
se exhorta a la investigacion de producciones histoéricas que permitan el desarrollo de procesos
interdisciplinarios, un reto atin latente en Colombia, cuyo potenciamiento y expansion se espera
alcanzar.
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