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Resumen

El estudio caracteriza como estudiantes para profesor de Matematicas aprenden la
practica profesional especifica de planificar una leccion. Catorce estudiantes para
profesor participaron en una propuesta formativa dirigida a aprender la practica de
disefiar, analizar y modificar un plan de leccion para promover el razonamiento
proporcional como un aspecto de su competencia docente. Una caracteristica
identificada en el aprendizaje de esta practica es la relacion entre como es usado el
conocimiento matematico para justificar la secuencia de problemas, la anticipacion
de estrategias de resolucion y las dificultades en la interpretacion del impacto de los
problemas en el desarrollo del razonamiento proporcional de los estudiantes. Esta
caracteristica es ilustrada a través de un estudio de caso mostrando que, aprender esta
practica profesional se apoya en la articulacion entre el conocimiento de Matematicas
y sobre la progresion del razonamiento proporcional y que ademas afecta a sus
decisiones de mejora de la planificacion.
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Caracteristicas del aprendizaje de practica profesional especifica de planificar lecciones: razon y proporcion )

Definicion y relevancia del problema

La planificacion de lecciones es una practica profesional docente especifica que influye en
la calidad de la ensefianza y aprendizaje de los estudiantes. En el caso de la ensefianza de razones
y proporciones, una planificacion adecuada permite a los docentes prever estrategias que
fomenten el razonamiento proporcional en sus estudiantes, un concepto clave en el curriculo de
secundaria y base para el desarrollo del pensamiento algebraico (Lamon, 2007). Sin embargo, la
planificacion de este contenido presenta desafios especificos, principalmente porque su
ensefanza debe desligarse del uso de reglas para la resolucion de problemas que no garantiza un
razonamiento proporcional (Lamon, 2007; Rivas et al., 2012). Por ello, es esencial que las
propuestas formativas oferten oportunidades de aprendizaje de esta practica profesional que
ayude a los futuros profesores a aprender a usar el conocimiento matematico para la ensefianza
de la razon y proporcion para disefiar lecciones con estrategias pedagogicas adecuadas (Amador
et al., 2024; Castillo y Burgos, 2022).

En este sentido, la practica profesional docente especifica de planificar lecciones como
parte de la competencia docente del profesor es crucial para que estos puedan analizar y mejorar
sus decisiones pedagogicas. Esta practica consiste en identificar aspectos relevantes en los
problemas que conforman la planificacion e interpretarlos en términos del apoyo de los
problemas al desarrollo del razonamiento proporcional de los estudiantesss, para tomar
decisiones fundamentadas que contribuyan al aprendizaje de los estudiantes (Spitzer y Phelps-
Gregroy, 2024). En particular, permite a los futuros profesores valorar si el plan de la leccion
fomenta el desarrollo del razonamiento proporcional (Castillo y Burgos, 2024).

Estudiar la articulacion entre los diferentes dominios del conocimiento de Matematicas
para la ensefianza (MKT - Ball et al., 2008) de la razén y la proporcion es clave para comprender
como los futuros docentes aprenden a disefiar lecciones que promuevan este tipo de
razonamiento. La integracion de estas dimensiones permite no solo estructurar las tareas
matematicas considerando la progresion del desarrollo del razonamiento proporcional, sino
también anticipar dificultades y tomar decisiones informadas sobre los recursos y enfoques
didacticos mas adecuados.

Aprender a disefiar planes de lecciones sobre la razén y proporcion: Articulacion entre las
destrezas de identificar, interpretar y decidir

La préctica profesional especifica de planificar lecciones, como un aspecto de la
competencia docente implica tres destrezas que articulan la mirada profesional del docente:
identificar, interpretar y decidir. En el tema especifico de la razon y proporcion, la destreza
identificar consiste en reconocer, en la secuencia de problemas de la planificacion, elementos
matematicos como tipos de razones, tipos de problemas, estrategias de resolucion,
representaciones y aspectos que influyen en la dificultad de los problemas. La destreza
interpretar conlleva analizar en qué medida la secuencia de problemas favorece el desarrollo del
razonamiento proporcional. Por tltimo, la destreza decidir refiere a los ajustes realizados en los
problemas para aumentar las oportunidades de desarrollo del razonamiento proporcional de los
estudiantes.
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Esta competencia se caracteriza por el uso del conocimiento de Matematicas y de didactica
de las Matematicas que apoyan las tres destrezas (Llinares et al., 2019). Este conocimiento
vinculado a la razén y proporcion incluye el conocimiento matematico de la idea de razon como
una relacion multiplicativa entre dos cantidades y su extension a otro par de cantidades (Lamon,
1993) y el reconocimiento de situaciones proporcionales y no proporcionales (van Dooren et al.,
2005). También conocimientos sobre tipos de problemas proporcionales y no proporcionales,
estrategias correctas e incorrectas para resolver estos problemas, aspectos que intervienen en la
dificultad de los problemas y diferentes formas de representar la relacion funcional. Ademas,
implica comprender el aprendizaje de la razon y proporcion a través de las transiciones, entre
diferentes niveles de desarrollo del razonamiento proporcional (Espinoza-Gonzalez et al., 2024;
Lamon, 2007; Lobato et al., 2010). La primera transicion va desde un razonamiento no
proporcional (nivel 0) a considerar la razén como una relacion multiplicativa entre dos
cantidades (nivel 1); la segunda, desde el uso de una razén (nivel 1) a formar multiples razones
escalares, empezando a comprender las razones funcionales, y la idea de la constante de
proporcionalidad (nivel 2); y la tercera transicion va de usar la constancia de las razones
funcionales (nivel 2) a representarla de varias maneras (tabular, algebraica y verbal) (nivel 3).
Estos conocimientos matematicos y didacticos de la razon y proporcion permiten al docente
justificar el disefio o seleccion de problemas que promuevan el razonamiento proporcional,
prever dificultades de aprendizaje, anticipar acciones instruccionales o seleccionar estrategias
didacticas adecuadas (Ball et al., 2008).

El aprendizaje de la practica profesional especifica de planificar y analizar lecciones de
Matematicas requiere la articulacion entre dominios de conocimiento en las destrezas
(identificar, interpretar y decidir) de la competencia docente mirar profesionalmente las
situaciones de ensefianza. La articulacion se entiende como la relacion coherente entre el uso de
los elementos del conocimiento en las diferentes destrezas. Es decir, la capacidad de definir y
conectar de manera clara los elementos de conocimiento que deben intervenir en los diferentes
contextos de uso. Por ejemplo, cuando se identifican los elementos matematicos relevantes de la
situacion, su interpretacion desde las transiciones en la progresion del razonamiento
proporcional, que a su vez, permitiran justificar las decisiones en cada momento.

Con base en lo anterior, el objetivo de esta investigacion es identificar caracteristicas de
coémo estudiantes para profesor aprenden a planificar lecciones sobre la razon y proporcion como
un aspecto de la competencia docente. En particular, considerando como se articula diferentes
elementos del conocimiento necesario para ensefiar en el desarrollo de las destrezas que
configuran la competencia docente (identificar, interpretar y decidir)

Método

En este estudio participaron 14 estudiantes para profesor de Matematicas de educacion
secundaria (EPs) en el tercer afio de formacion de un total de cinco afios. Los EPs participaron en
una propuesta formativa de 17 semanas de duracion (una sesiéon semanal de 150 minutos cada
una y 7 horas de estudio independiente posterior a cada sesion) en la cual se discutieron dos
documentos con informacién tedrica (DOC1 y DOC 2) y los EPs resolvieron una actividad
introductoria (Act.int) y seis practicas profesionales (PR1, PR2, ..., PR6) (Figura 1) con el
proposito de desarrollar la competencia docente mirar profesionalmente el razonamiento
proporcional en tres &mbitos: el pensamiento matematico de los estudiantes, la planificacion
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curricular y la reflexioén sobre la implementacion de la planificacion (Espinoza-Gonzalez et al.,
2024). Esta comunicacion se centra en el foco especifico de la planificacion de una leccion para
favorecer el desarrollo del razonamiento proporcional en estudiantes de secundaria.

grupal

|Act. int. H Docl H Doc2 ‘
Implementacion de la secuencia
EIENE ——
Sesion 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

| | | |

I I |

Mirar profesionalmente el

razonamiento proporcienal
en estudiantes

Planificar e implementar una leccién sobre proporcionalidad Analizar la implementacion propia y la
de otros

Figura 1. Estructura de la propuesta formativa

En las cuatro primeras sesiones, se introdujeron los conceptos de razéon y proporcion
(Act.int), se resolvieron seis problemas proporcionales (PR1) y se discutieron las caracteristicas
de problemas proporcionales y no proporcionales, los factores que dificultan su resolucion y
caracteristicas de estrategias correctas e incorrectas (Docl) analizando los problemas resueltos
en la PR1 (PR2). Ademas, se discutieron las transiciones en el desarrollo del razonamiento
proporcional (Doc2) a través de los aspectos clave en las respuestas de tres estudiantes, con
distintos niveles de comprension, a cinco problemas de razones y proporciones, interpretando su
comprension y proponiendo decisiones de qué hacer en cada caso (PR3). Finalmente, los EPs
analizaron y propusieron acciones de mejora al tema de proporcionalidad de un libro de texto de
secundaria (PR4). En la sesiones 5 y 6 los EPs, en cuatro grupos de dos integrantes (G1, G2, G3
y G4) y dos de tres integrantes (G5 y G6), disefiaron y analizaron una secuencia de problemas
(plan de una leccion) para desarrollar el razonamiento proporcional en estudiantes de primer afio
de educacion secundaria en Costa Rica (PRS) (Figura 2). Las cuestiones de la 1 a la 5 se vinculan
con la destreza identificar, mientras que la cuestion 6 con la destreza interpretar. Por su parte, los
ajustes efectuados a la planificacion inicial se relacionan con la destreza decidir.

En grupos de dos integrantes disefia/selecciona/adapta una secuencia de problemas para promover en dos lecciones de 40
minutos cada una, la habilidad especifica del programa de estudios de Matematica para primer afio de Educacion Secundaria,
Analizar relaciones de proporcionalidad directa de forma verbal, tabular, grdfica y algebraica. Para su diseflo considera los
aspectos estudiados en los documentos 1 y 2. Posteriormente, para cada una de los problemas disefiados indica y JUSTIFICA:
. Tipos de razones involucradas.

. Tipos de representaciones utilizadas para relacionar las cantidades.

. Tipo de problema: proporcional o no proporcional.

. Caracteristicas de los problemas que influyen en su dificultad.

. Estrategias correctas e incorrectas que podrian utilizar los estudiantes para resolverlas.

. Transiciones en el pensamiento de los estudiantes que apoyan el desarrollo del razonamiento proporcional involucradas
en la resolucion del problema.

AN AW~

Figura 2. Cuestiones planteadas a los EPs

En las sesiones 7 y 8, se realizo una entrevista semiestructurada donde los EPs justificaron
su planificacion. Como consecuencia de la entrevista, los EPs realizaron modificaciones a la
planificacion inicial (la entrevista fue grabada en audio para su anélisis). En las sesiones 9 a 12,
los EPs implementaron el plan revisado en una aula de primero de secundaria durante 80 minutos
y analizaron de forma individual su implementacion (PR6) y la de sus companeros (sesiones 13 y
hasta la 17) (Figura 1). La implementacion de la planificacion y su valoracion no son
consideradas en este informe. Los datos del estudio son (i) las justificaciones de la secuencia de
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problemas disefiada, (ii) las respuestas a la entrevista y (iii) las modificaciones realizadas a la
planificacion inicial. Para realizar el analisis, se elaboraron comentarios preanaliticos sobre los
elementos del razonamiento proporcional que usaban los EPs para justificar la secuencia de
problemas que disefiaron (cuestiones de la 1 ala 5 ) y sobre la interpretacion de cada problema
para determinar en qué medida la secuencia de problemas apoyaba las transiciones en el
desarrollo del razonamiento proporcional (cuestion 6). Posteriormente, se identificaron las
modificaciones realizadas a la planificacion inicial.

En esta comunicacion se presentara el analisis de las respuestas del G6 como un caso que
ejemplifica la articulacion entre las destrezas de identificar los elementos matematicos a lo largo
del proceso de disefio, justificacion y modificacion, las interpretaciones generadas y las
decisiones tomadas con los dominios de conocimiento matematico para la ensefianza al planificar
una leccion para desarrollar el razonamiento proporcional.

Resultados

El G6 disena una secuencia de problemas para desarrollar el razonamiento proporcional
combinando problemas proporcionales y no proporcionales. Este grupo identifica caracteristicas
en los problemas como tipos de razones, formas de representacion de la razon funcional, tipos de
problemas, aspectos que intervienen en la dificultad de los problemas y estrategias correctas e
incorrectas. Ademas, en algunos casos interpretan el apoyo de los problemas a las transiciones
del desarrollo del razonamiento proporcional y ajustan los problemas enfocandose en su
estructura numérica. El1 G6 propone tres problemas (Figura 3). El problema 1 es de comparacion
numérica con dos razones funcionales no enteras (7.5/4 y 12/5) y dos escalares no enteras (7.5/12
y 4/5) con nimeros decimales. El problema 2 es una situacidén no proporcional de tipo constante.
El problema 3 es de valor perdido en una tabla proporcional que presenta una razén funcional no
entera (12/16.2) y razones escalares enteras (2/8, 2/12, 5.4/16.2) y no enteras (8/12, 5.4/24.3) con
algunos valores decimales y solicita determinar la representacion algebraica de la relacion
funcional.

Problema 1 Problema 2 Problema 3

Marcelo y Felipe un dia deciden ver
quien es mas fanatico del anime
basandose en cuanto de su tiempo libre
invierten consumiendo este producto, tras
hacer sus obligaciones a Marcelo le
quedan 7,5 horas libres de las cuales
invierte 240 minutos en ver animes,
mientras que a Felipe le quedan 12 horas
libres y de estas invierte 5 horas en ver
anime, segun el criterio determinado por
los chicos, ¢cual de los dos es mas
fanatico del anime?

Un grupo coreografico
que posee 6 integrantes
presenta la coreografia
de una obra en 2
sesiones de 40
minutos. ;Cuantos
minutos tardara un
grupo de 12 integrantes
en presentar la misma
coreografia?

Anne tiene una piscina inflable la cual puso a llenar
con un flujo constante de agua, dado que estaba
aburrida decidi6 medir la cantidad de agua de la
piscina cada 2 minutos y decidié apuntar algunos de
los datos en la siguiente tabla. Sin embargo, omitio
algunos de los datos porque a veces olvida escribir las
cosas por lo que la tabla quedo incompleta. Complete
la siguiente tabla:

Minutos | 2 8] 12
Cantidad 54 162 | 243 | x
de agua

Figura 3. Problemas en la propuesta inicial de G6

Cuando analizan estos problemas, el G6 identifica las razones funcionales enteras y no
enteras, pero no reconocen las razones escalares. Sin embargo, son conscientes que las razones
no enteras aumentan la dificultad de los problemas. Por ejemplo, en la entrevista cuando se le
pide que justifiquen por qué colocaron los ntimeros 12 y 16.2 (razén funcional 12/16.2) en el

Comunicacion, Superior

1V CEMACYC, Santo Domingo,
Republica Dominicana, 20235.




Caracteristicas del aprendizaje de prdctica profesional especifica de planificar lecciones: razon y proporcion ¢

problema 3, uno de los miembros del grupo menciona “procuré que la razon no fuera entera
[...] dado que si hacemos la division no es entera. Entonces eso le iba a proporcionar como
cierta dificultad mas al ejercicio”. Ademas, el G6 reconoce que las razones funcionales enteras
sin valores decimales facilitan la resolucion del problema, comentando en la entrevista que si en
el problema 1 se cambia “las 7.5 horas por un 2 quiza y los 240 minutos por un 4, esto le va a
dar mas sencillez [a la resolucion del problema]”. Por otra parte, en el caso del problema 2, que
es una situacion no proporcional, durante la entrevista indican que incluyen los niumeros 6 y 12,
que en caso de ser un problema proporcional corresponderia a la razén escalar entera 6/12, para
“hacer creer que es directamente una razon de 1 a 2, [pero] en realidad no lo es, porque este no
es un problema proporcional”. Estos EPs, ademas de las razones no enteras, también identifican
que los nimeros decimales en las razones, nimeros pequeios y la familiaridad del contexto
intervienen en la dificultad de los problemas, aunque no detallan en qué forma el contexto
interviene en la resolucion del problema. Respecto a los numeros decimales, en la entrevista
indicaron que en el problema 1 incluyeron el valor 7.5 “mds que todo pensando en la dificultad
[del problema]” y sobre el problema 3 mencionan que “al utilizar decimales queriamos
aumentar la dificultad del ejercicio”. En relacion con el uso de nimeros pequeiios, mencionan
que en el problema 1 “se decidio utilizar numeros que fueran relativamente pequerios para que
permitieran la conversion [de horas a minutos]”.

Respecto a los modos de representacion de la relacion funcional, identifican la
representacion tabular en el problema 3, pero no la representacion algebraica de la razén
funcional que solicita este problema en la tltima columna de la tabla. Este grupo también
reconoce los tipos problemas proporcionales que proponen (comparaciéon numérica en el
problema 1 y valor perdido en el problema 3) y sefialan que el problema 2 es una situacion no
proporcional, pero sin especificar que es de tipo constante.

Acerca de las estrategias correctas para resolver los problemas, el G6 propone estrategias
acordes con el tipo de problema proporcional que propone. Por ejemplo, para el problema 1 de
comparacion numérica menciona que puede utilizarse “unificacion de antecedentes o
consecuentes y reduccion a la unidad” y para el problema 3 de valor perdido menciona “el
enfoque escalar, enfoque funcional, reduccion a la unidad, estrategia constructiva y regla de
tres”. No obstante, en ningun caso detalla los procedimientos asociados a estas estrategias. Para
el caso del problema 2, que es una situacion no proporcional de tipo constante, no mencionan
una estrategia en particular, sino que indica que se debe “hacer el andlisis de que no es una
situacion proporcional”. Este grupo también reconoce estrategias incorrectas que se relacionan
con el tipo de problema propuesto. Por ejemplo, mencionan “comparar unicamente antecedentes
o consecuentes” en el problema 1 de comparacion numérica, “tratar como si fuese una
proporcionalidad y aplicar algun método de resolucion para estas” en el problema 2 que es una
situacion no proporcional y la estrategia aditiva para el problema 3 de valor perdido.

En relacion al potencial de los problemas para apoyar el desarrollo del razonamiento
proporcional, el G6 interpreta y justifica de forma correcta que el problema 3 promueve la
transicion 3 porque implica representar de forma algebraica la razoén funcional pero sin usar estos
términos. Al respecto indica “transicion 3 ya que [el estudiante] debe rellenar la casilla del
valor x”. Sin embargo, este grupo tiene dificultades para justificar que el problema 1 de
comparacion numérica apoya la transicion 2, ya que los EPs relacionan la transicion 2 con el
establecimiento de una relacién multiplicativa, siendo la construccion de multiples razones la
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caracteristica principal de esta transicion. Al respecto mencionan “fransicion 2 debido a que la
asociacion entre las dos cantidades se da de una forma multiplicativa”. En el caso del problema
no proporcional (problema 2) no interpretan como este problema apoya alguna transicion, sino
que mencionan que ‘“‘se requiere de un conocimiento profundo sobre proporcionalidad para poder
distinguir una situacion que es proporcional de una que no lo es”.

Por ultimo, las modificaciones a los problemas de la planificacion inicial no se realizan con
el proposito que el problema apoye de una mejor manera alguna de las transiciones, sino que
buscan disminuir la complejidad de los problemas y facilitar la comprension de las relaciones
entre las cantidades (como un objetivo de aprendizaje que favorece la comprension inicial de la
idea de razon). En la tabla 1 se muestran las modificaciones realizadas a los problemas 1 y 3. El
problema 2 no fue modificado.

Tabla 1
Modificaciones realizadas por G6 a los problemas 1 y 3 de la propuesta inicial

Problema

Modificaciones

Problema 1. Marcelo y Felipe un dia deciden ver quien es mas
fanatico del anime basandose en cuanto de su tiempo libre invierten
consumiendo este producto, tras hacer sus obligaciones a Marcelo le
quedan 7,5 horas libres de las cuales invierte 240 minutos en ver
animes, mientras que a Felipe le quedan 12 horas libres y de estas
invierte 5 horas en ver anime, segun el criterio determinado por los
chicos, ¢cual de los dos es més fanatico del anime?

Problema 3. Anne tiene una piscina inflable la cual puso a llenar con
un flujo constante de agua, dado que estaba aburrida decidié medir
la cantidad de agua de la piscina cada 2 minutos y decidié apuntar
algunos de los datos en la siguiente tabla. Sin embargo, omitio
algunos de los datos porque a veces olvida escribir las cosas por lo
que la tabla quedo incompleta. Complete la siguiente tabla:

Minutos | 2 8] 12
Cantidad 54 162 | 243 | x
de agua

-Cambiar el valor 7.5 por 6, lo
cual produce que la razon
escalar no entera 7.5/12 sea
ahora la razon escalar entera
6/12 (lo que hace mas evidente
que Felipe tiene el doble de
horas libres que Marcelo).
-Remplazar todos los valores
con decimales por nimeros
enteros.

-Cambiar la razon funcional no
entera 12/16.2 por la razon
funcional entera 12/48 (lo que
hace mas evidente que la
cantidad de agua es cuatro veces
la cantidad de minutos)
-Remplazar todos los valores
con decimales por nimeros
enteros.

Como se observa en la Tabla 1, las modificaciones se enfocan en cambiar los valores para

que las razones funcionales o escalares sean enteras y que los valores en las razones sean
numeros enteros.

Conclusiones

Este estudio se centré en comprender como estudiantes para profesor articulan las destrezas
de la competencia mirar profesionalmente la planificacion curricular con el conocimiento
matematico para la ensefianza de la razon y proporcion, durante la planificacion de una leccion
para desarrollar el razonamiento proporcional en estudiantes de secundaria. Los resultados
sefialan como una caracteristica de la articulacion, el uso de elementos del conocimiento para la
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ensefanza de la razén y proporcidn para justificar el disefio de una secuencia de problemas que
promueve tanto el establecimiento de relaciones multiplicativas entre cantidades (problemas 1y
3) como el reconocimiento de situaciones no proporciones (problema 2). Ademas, conocimiento
sobre el desarrollo del razonamiento proporcional permitio a los EPs enlazar las caracteristicas
de los problemas (proporcionales y no proporcionales) con la identificacion anticipada de
estrategias correctas e incorrectas, consistentes con los tipos de problemas planteados y la
capacidad para proponer modificaciones a la estructura numérica de las razones en los problemas
con el propodsito de aumentar o disminuir su complejidad. Sin embargo, una comprension
incompleta de las caracteristicas del aprendizaje de la razén y proporciéon de los EPs genera
dificultades para interpretar el aporte de los problemas a las transiciones del desarrollo del
razonamiento proporcional de los estudiantes y la capacidad de decidir de los EPs para modificar
aspectos de los problemas con el proposito de apoyar estas transiciones.

Reconocimientos. La participacion de Angela Buforn y Salvador Llinares ha sido apoyada por la
Agencia Estatal de Investigacion, Ministerio de Ciencia e Innovacion, Espana (Ref. No.
PID2023-149624NB-100).
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