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Resumen

La utilizacion de diversas representaciones de objetos matematicos es fundamental
en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las Matematicas, para promover la
comprension de conceptos y procedimientos. En este documento, se analizan las
fortalezas y debilidades de un disefio de una clase sobre ecuaciones cuadraticas para
estudiantes que se forman como docentes de Matematicas. Desde un enfoque
cualitativo, se analiza el disefio en términos de las posibilidades para promover el uso
y la conexion entre diferentes representaciones de la ecuacion cuadratica. Dentro de
los principales resultados se destaca que la transicion entre representaciones fortalece
la comprension conceptual y procedimental de las ecuaciones cuadraticas. Ademas,
se evidencia que el estudiantado tuvo mas éxito al transitar entre las representaciones
verbal y algebraica, en contraste con la dificultad mostrada al intentar conectar la
verbal o la algebraica, con la representacion geométrica.
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Introduccion

Segun investigaciones recientes, en los tltimos afios los estudios sobre la Ecuacion
cuadratica en la disciplina Educacién Matematica han aumentado (Didis Kabar, 2023). Sin
embargo, tal y como sefala Didis Kabar (2023) en su revision tematica, hay escasos estudios con
docentes en formacion y relacionados con la ensefianza del tema. Considerando estos vacios, y
que en la carrera de Educacion Matematica de la Universidad de Costa Rica se ofrece un curso
de algebra elemental donde se estudia la ecuacion cuadratica como objeto de estudio, realizamos
un disefio de clase para esta tematica, utilizando la metodologia de Lesson Study. En este disefio,
se introduce el tema de ecuaciones cuadraticas a través de un problema babildnico antiguo,
escrito y resuelto con palabras (Sessa, 2005), pero del cual se espera hacer las conexiones con las
representaciones algebraicas y geométricas. De esta manera, se busca promover la comprension
de los conceptos y procedimientos asociados a las ecuaciones cuadraticas, mediante el uso y
manipulacion de diversas representaciones matematicas.

Este enfoque alternativo a la ensefanza tradicional invita al estudiantado a construir y
reconstruir el procedimiento de resolucioén de ecuaciones cuadraticas, lo que promueve una
comprension profunda de los aspectos conceptuales y procedimentales involucrados. Ademas, se
presenta como una modelacion implicita en la cual el docente ejecuta “buenas practicas" sobre
codmo integrar elementos semioticos, epistemologicos, didacticos y matematicos en el aula. Estas
practicas resultan efectivas para la instruccion de los futuros docentes, y pueden ser valiosas para
ellos cuando ensefien a sus propios estudiantes (Boyd, 2014). El proposito de este trabajo es
examinar las fortalezas y debilidades de este disefio en su capacidad para fomentar el uso y la
interconexion de diversas representaciones matematicas, un aspecto fundamental en la
comprension de las ecuaciones cuadraticas, como destacan Acosta (2017), Amaya (2020), Tocto
(2016) y Diaz et al. (2013). De este modo, se busca que los futuros docentes incorporen estas
estrategias en su profesion, enriqueciendo sus métodos de ensefianza.

Marco Teorico

Las representaciones de un objeto matematico son fundamentales ya que permiten acceder,
referirse e interpretar entes abstractos que no pueden ser comprendidos de otra manera (Duval,
2006). Ademas de ser una herramienta clave para la comunicacion, son esenciales en la
construccion de significados (Schleppegrell, 2010) y en la comprension profunda de los
conceptos matematicos (Drehen y Kuntze, 2014). La capacidad de transitar entre distintas
representaciones y reconocer las conexiones entre ellas es una habilidad matematica deseable
(NCTM, 2000), que refleja una comprension profunda del objeto matematico.

Un objeto matematico puede representarse de forma lingiiistica o verbal, simbolica y
visual, y cada tipo destaca aspectos y connotaciones particulares del objeto (O' Halloran, 2015).
Por ello, combinar lenguajes permite explorar més caracteristicas que usar solo uno (Dreher,
Kuntze y Lerman, 2016).

El lenguaje simbdlico, caracteristico del algebra, representa un reto para muchos
estudiantes por su abstraccion y generalizacion, asi como por la vision reduccionista del algebra
como manipulacién de simbolos y la fluidez en los procedimientos con simbolos (Star y Rittle-
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Johnson, 2009). La desconexion entre los simbolos algebraicos y las experiencias concretas, asi
como la dificultad para interpretar el significado de las expresiones algebraicas (Wang, 2015),
profundiza esta problematica, limitando la comprension de los objetos y reduciendo la aplicacion
significativa del pensamiento algebraico. Incorporar otras representaciones puede mitigar estas
dificultades asociadas con el uso exclusivo del lenguaje simbdlico.

Esto se puede realizar por medio del método Naive Geometry, el cual fue usado en
Babilonia y se fundamenta en la manipulacion de figuras geométricas, en particular cuadrados y
rectangulos, para resolver ecuaciones no con el uso de simbolos algebraicos (Radford y Guérette,
2000), sino mediante cortes y reubicaciones de partes de figuras y de explicaciones orales de
manera intuitiva. Por ejemplo, la secuencia didactica de Radford y Guérette (2000), inicia con un
problema geométrico abierto, seguido de la introduccién del método Naive Geometry para
ilustrar como los babilonios resolvian problemas similares, facilitando una transicion de la
manipulacion concreta a la abstraccion algebraica, y culminando con la reinvencién de la
férmula de resolucion de ecuaciones cuadraticas. Fachrudin et al. (2018) proponen una secuencia
similar pero més guiada para estudiantes de secundaria. Ambas secuencias progresan desde
representaciones geométricas y verbales hasta la formalizacion algebraica.

Al incorporar al estudio del algebra, las representaciones geométricas y verbales no tan
comunmente usadas, es importante considerar las ventajas y desventajas asociadas con ellas, para
tomar decisiones didacticas acertadas en el disefio e implementacion de lecciones. En la Tabla 1
se presentan las principales ventajas y desventajas de los tipos de representacion. Para efectos de
este estudio se consideran como sindonimos las representaciones lingiiistica-verbal, simbolica-
algebraica y visual-geométrica-grafica.

Tabla 1

Ventajas y desventajas segun tipo de representacion.

Tipo Ventajas Desventajas

Verbal Facilita la formulacion del problema y la Puede ser ambigua y susceptible a
interpretacion de la solucion. asociaciones irrelevantes o engafiosas.
Promueve la comprension contextual y la Presenta limitaciones en su universalidad.
comunicacion efectiva de la solucion. Puede generar obstaculos en la
Permite el uso de razonamiento verbal enla  comunicacion debido a la dependencia del
conexion con diversos contextos. estilo individual.

Grafica Presenta una naturaleza intuitiva que facilita  Carece de precision.
la comprension inicial. Puede representar solo una parte limitada
Contribuye a la comprension procedimental  del problema.
y conceptual al visualizar relaciones y Su efectividad depende de la naturaleza de
procesos. la tarea solicitada.

Algebraica Ofrece una representacion, general y efectiva Puede obstaculizar el significado o la

para expresar patrones y relaciones.
Constituye, en ocasiones, el unico método de
justificacion valido para generalizar.

naturaleza de los objetos representados.
Puede causar dificultades en la
interpretacion de resultados.

Fuente: Adaptado de Friedlander, A., y Tabach, M. (2001). Promoting multiple representations in algebra. The
roles of representation in school mathematics, /1, 173-185.
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La construccion del diseiio de clase

El disefio de clase se titula "Introduccion al estudio de ecuaciones cuadraticas" y se inspira
en el método Naive Geometry; una técnica antigua utilizada en Babilonia para abordar
problemas. En nuestro caso, el problema seleccionado es el siguiente: "he sumado el cuadrado y
mi lado obteniendo 3/4" (Sessa, 2005, p. 22). Este problema, analizado por distintos autores (p.
ej. Sessa, 2005), implica determinar la medida del lado de ese cuadrado a partir de la suma del
area y el lado, para lo cual, de manera implicita, se resuelven ecuaciones cuadraticas utilizando
recomposiciones geométricas explicadas con lenguaje verbal.

El disefio de clase se propone para introducir la resolucion de ecuaciones cuadraticas desde
una perspectiva historica que integra representaciones verbales, graficas y algebraicas. Tiene
como objetivo conectar la geometria con el algebra mediante la asociacion de representaciones,
la justificacion de procedimientos matematicos y la comunicacion de estrategias. Se fomenta el
trabajo colaborativo para la toma de decisiones, permitiendo que los estudiantes construyan una
comprension progresiva de las ecuaciones cuadraticas a través del método babilénico. En el
siguiente enlace se puede encontrar el material que se le entreg6 al estudiantado: Disefio de
clase: Introduccion al estudio de ecuaciones cuadraticas. A continuacion, se describe cada una de
las partes del disefo.

En la parte I, titulada “Exploracién de conocimientos previos”, se realiza un diagndstico
individual para identificar las preconcepciones y conocimientos previos del estudiantado sobre
ecuaciones cuadraticas. Para ello, se le proporciona preguntas abiertas que puede responder
utilizando la representacion que considere mas adecuada. Posteriormente, en una discusion
plenaria, se analizan las ideas expuestas y se vinculan con el método babilonico que sera
introducido.

En la parte II, titulada “Resolviendo ecuaciones cuadraticas”, se propone una actividad
centrada en la resolucion de la ecuacion cuadrética "el cuadrado de un nimero mas ese nimero
es igual a tres cuartos", el cual es una modificacion del problema original. La primera tarea
consiste en expresar el enunciado, dado en representacion verbal, utilizando la representacion
algebraica. Luego, utilizando la representacion algebraica, se solicita completar la tabla con las
columnas: "procedimiento algebraico", "justificacion” y "representacion geométrica'. Las
primeras dos columnas se presentan semicompletas requiriendo que el estudiantado complete los
espacios en blanco con la informacién que sea coherente con lo que esta en la otra columna,
fomentando asi la transicion entre el lenguaje verbal y el algebraico. Una vez completada esta
etapa, se realiza una discusion plenaria dirigida por el docente para comparar y validar las
respuestas de sus estudiantes.

Para completar la tercera columna, el estudiantado debe asociar a los pasos algebraicos y
verbales las representaciones geométricas correspondientes. Esta actividad busca fortalecer la
conexion entre las distintas representaciones y profundizar la comprension de las ecuaciones
cuadraticas y sus métodos de resolucion. Finalmente, la persona docente revisa y discute en clase
las asociaciones para resaltar las relaciones entre las representaciones de las tres columnas de la
tabla. Esto que, a diferencia de otros enfoques y del desarrollo epistemoldgico del método, este
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diseo invierte el orden de presentacion, comenzando con las representaciones algebraica y
verbal, y dejando la representacion geométrica para el final. Esta decision se fundamenta en la
familiaridad del estudiantado con el dlgebra y en el valor del lenguaje verbal para conectar con
conocimientos previos. El uso del dlgebra promueve la generalizacion, mientras que la
representacion geométrica sirve como un recurso adicional para consolidar la comprension.

La parte III, “Aplicaciones de las ecuaciones cuadraticas”, busca promover la reflexion y
valoracion de la relevancia histérica y contemporanea de las ecuaciones cuadraticas, asi como
conocer la percepcion del estudiantado sobre el disefio de clase. Por limitaciones de espacio, de
ello solamente se tomaran en cuenta las percepciones del estudiantado para el analisis.

Metodologia

Se adopt6 un enfoque cualitativo con un disefio de estudio de caso para analizar en
profundidad el disefio de clase. La implementacion se realizé en un grupo de 18 estudiantes en
formacion inicial como docentes de Matematica, en el curso Algebra Elemental de la
Universidad de Costa Rica, en el 2024, el cual forma parte del I afio de la carrera Educacion
Matematica. Este se selecciond por conveniencia, dado que incluia contenidos de ecuaciones de
segundo grado y una de las personas investigadoras era docente del grupo. Se utilizaron tres
técnicas de recoleccion de datos. Primero, observaciones de aula, realizadas por las otras dos
personas investigadoras, anotando sobre el trabajo realizado por los estudiantes. También, se
tomaron fotografias y videos de las producciones estudiantiles, mientras que conversaban entre
ellos o escribian en sus cuadernos. Finalmente, se recolectaron las producciones escritas de cada
estudiante.

Se llevo a cabo un andlisis de contenido sobre los datos recolectados, para establecer
ventajas y desventajas del disefio de clase en términos del uso de las representaciones, utilizando
como referencia la Tabla 1, asi como algunos extractos de los videos, fotografias y producciones
escritas realizadas por los estudiantes. Se estructuro el analisis por cada parte del disefio, y se
establecieron las siguientes categorias a priori: tipo de representacion utilizada, transiciones entre
representaciones, dificultades en las conexiones e interpretacion, y percepciones del disefio.

Resultados, analisis y conclusiones

En la Parte I, dedicada a la exploracion de los conocimientos previos, se observo que 13 de
18 estudiantes utilizaron representaciones verbales (10 correctas y 3 incorrectas) para describir el
concepto y el método de resolucion de ecuaciones de segundo grado. Por otro lado, 15 de 18
personas, emplearon representaciones algebraicas (11 correctas y 4 incorrectas). Quienes
combinaron ambas representaciones lo hicieron generalmente de manera coherente, aunque hubo
casos como el del estudiante E1 en los que no coincidian (ver Tabla 2). Ningtn estudiante usé
representaciones geométricas, lo que era previsible dado que el curriculo costarricense prioriza
las formas algebraica y verbal sobre la gréafica.
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Tabla 2
Representaciones correctas o incorrectas usadas por los estudiantes segun su tipo.
Representaciones simbdlicas Representaciones verbales
n e x*+4=8][El] e Una ecuacion cuadratica supongo que es la que tiene grado 2
S e xZ42x+1%2=0 en la expresion. [E4]
E = (x + 1)? Férmula notable e La ecuacion cuadratica es aquella cual es su maximo exponente
© =x+DXx+1)=0 es de grado dos, que, dependiendo de su discriminante, posee
=(x+1)=0v(x+1)=0 una, dos o ninguna solucion, igualando a cero u otro valor.
Ausencia de divisores de 0 [ES]
=x=-1 [E9] e Esuna ecuacion en la cual la variable es de grado 2 y sus
o x2—2x+4=-1+2x%[E7] coeficientes son diferentes de 0. [E9]

¢ Esuna expresion algebraica con 2 0 mas términos elevados al
cuadrado. Ademas, tiene una igualdad. [E7]
o x2—2x+9=—1+2x%E3] e Existe al menos un término de grado 2. [E1]
e ax? + bx + c [E6] o Esuna igualdad entre 2 expresiones algebraicas, en donde
x% + 7x + 4 [E6] contiene una incognita de grado 2. [E8]
e Esuna ecuacion con una “a” con incdgnita en grado 2, una “b”
con incognita en grado 1,y “c”. [E2]

Incorrectas
[ ]

Fuente: elaboracion propia. 2025.

Como se observa en la Tabla 2, hubo representaciones simbolicas correctas como las de
El, E9 y E7, a pesar de que E9 us6 de forma incorrecta el simbolo “=" para secuenciar los pasos.
Se observa que no se uso la representacion general de una ecuacion de segundo grado, excepto
por E6, aunque lo hizo de forma incorrecta porque omitio la igualdad, error que replico en el
ejemplo que brindo. También E3 brind6 un ejemplo incorrecto, pues colocd una ecuacion que no
es polinomial. Por otro lado, en las representaciones verbales, destacan las de E4, ES, E9 y E7,
pues hicieron referencia a una igualdad y al mayor grado que puede estar en la ecuacion. Otros
estudiantes muestran tener nociones correctas al respecto, pero al escribir sus definiciones
omiten elementos indispensables como la igualdad (E1 y E2) o el maximo exponente (ES).

El disefio de la clase presento fortalezas como permitir el uso de diversas representaciones
para identificar conocimientos previos y anticipar dificultades, asi como dar espacio para que las
personas estudiantes compartieran sus respuestas en la pizarra (representacion algebraica) y
explicaran sus producciones (representacion verbal). No obstante, una debilidad fue condicionar
la pregunta sobre el procedimiento a quienes ya lo conocian, y la pregunta sobre la comparacion
con la ecuacion lineal a quienes no conocian dicho procedimiento, en lugar de ofrecer también la
posibilidad responder ambas preguntas independientemente de si conocian o no el
procedimiento. Incluir ambas preguntas habria permitido a mas estudiantes expresar sus ideas y
brindar mas informacion sobre sus conocimientos previos.

En la segunda parte, el trabajo colaborativo en la resolucién de ecuaciones cuadraticas
utilizando Naive Geometry fue bien recibido, evidencidndose un alto nivel de compromiso del
estudiantado en la formulacion y justificacion de argumentos a través del uso de distintas
representaciones. Inicialmente, la transicion entre el lenguaje verbal y algebraico se realizé con
fluidez, pues la totalidad de estudiantes identificd inmediatamente la representacion algebraica
de la ecuacion planteada verbalmente. El estudiantado interpret6 la informacion proporcionada y
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establecid conexiones tanto verticales -entre pasos anteriores y posteriores representados de
distintas formas- como horizontales -entre diferentes representaciones del mismo paso-, lo que
facilito la construccion completa de las primeras dos columnas de la tabla y la explicitacion
publica de sus razonamientos (ver Figura 1). Por ejemplo, E9 manifest que “(x + 1) = 0,
como estd igualado a cero, el punto es encontrar una manera de que quede en dos factores
lineales. En este caso es muy evidente porque es una formula notable... esta idea es mediante la
propiedad de ausencia de divisores del cero. Entonces, si la multiplicacion de estos dos términos
[sefiala en la pizarra (x + 1) (x + 1))] es igual a cero, o este da cero o este da cero”.
Asimismo, la representacion verbal contribuy6 a que el estudiantado expresara su comprension
en sus propias palabras, como se observa en el intercambio donde E10 cuestiona: “;Por qué
resta 1?77, y E9 responde: “Porque necesitamos la manera de que nos quede cero para encontrar
una de las respuestas”, seguido de la escritura del paso algebraico correspondiente.

En la correspondencia geométrica, los estudiantes interpretaban las figuras geométricas a
partir de las expresiones algebraicas, buscando equivalencias con numeros, variables u
operaciones. Esta estrategia, aunque indicativa de un intento de comprension, generd confusion
en la asociacion entre las diferentes representaciones. Esto se evidencia en el cuestionamiento de
El1: “;Profe, es un cuadradito para la ecuacion completa o un cuadradito para cada
pedacito?,; Un cuadradito es un lado del igual y otro cuadradito es otro lado del igual?”.
Asimismo, en el didlogo donde E8 explica que “para completar el cuadrado, usted le mete un
rectangulo. Y si tienen dos minirectangulos y se pone uno abajo del cuadrado y otro al lado, y le
ponemos un cuadrito chiquito y se completa el cuadrado”. Asi, se observo que el estudiantado
tendia a interpretar las figuras geométricas a partir de las expresiones algebraicas. Con lo que, se
evidencid una concordancia limitada entre las columnas algebraica/verbal y la representacion
geométrica en la mayoria de las respuestas. Por ejemplo, en la Figura 1 se presenta la solucion de
un estudiante con un fragmento del razonamiento que manifesto.

- “El primero es sumar un 1 a ambos lados
de la igualdad” [coloca como primer paso
un cuadrado de medida de lado 11”.

z pe =
2K =4 I -
['Sumar 1aambos ladosde

- “Después de eso se divide el 1 a la mitad,
la igualdad.

que es %2, entonces aqui se le agrega Y2y %2
a cada uno” [toma figura que tiene como
medida de lado x y que tiene %: en alguna
de sus partes]” ...

3
exi+x+1=7+1

Oividir 1 a mitad,,
— e

[4, XKL :’j’+% - “Creo que esta mal el primer paso...”
[procede a colocar como primer paso un
cuadrado de lado con medida x, debido a
que en el primer paso algebraico se

involucra dicha letra).

Figura 1. Ejemplo de resolucion de la Parte I y fragmento de la transcripcion.

Estos resultados muestran fortalezas y areas de mejora en el disefio de clase. Entre las
fortalezas, destaca la promocion de una construccion activa del conocimiento mediante la
conexion entre diversas representaciones. Presentar una solucion completa y desafiar al
estudiantado a reconstruirla y justificarla mediante distintas formas de representacion fomenta un
aprendizaje significativo y el desarrollo de habilidades cognitivas superiores. El uso de material
manipulativo facilitd la comparacion y la visualizacion. Entre las dificultades se observo un
tiempo de resolucion prolongado (mas de 2.5 horas) y falta de espacio en las hojas de trabajo. La
mayoria del estudiantado manifest6 que la transicion hacia la representacion geométrica resulto
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mas desafiante que otras, aunque ésta fue la mas disfrutada. En futuras implementaciones se
sugiere iniciar con representaciones geométricas, como proponen Radford y Guerrete (2000) y
Fachrudin et al. (2018), evitando que la construccion algebraica limite el aprendizaje (por
ejemplo, hacer coincidir la variable x con los dibujos).

En conclusion, el disefio favorece la comprension conceptual y procedimental a través del
uso de diversas representaciones y un enfoque colaborativo. No obstante, su implementacion
requiere ajustes para mejorar la eficiencia del tiempo y la transicion entre representaciones. Se
recomienda incorporar preguntas sobre conocimientos previos desde el inicio y ampliar el tiempo
asignado a cada parte. Ademas, que el docente modele el razonamiento esperado, ejemplificando
los primeros pasos de la tarea para fortalecer la conexion entre lo geométrico y lo algebraico.
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