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Resumo

Neste artigo apresentamos uma discussao desenvolvida com graduandos do curso de
Licenciatura e Bacharelado em Matematica da Universidade Estadual Paulista “Julio
de Mesquita Filho”, campus Rio Claro, acerca da trajetéria da solugao de um sistema
de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO) no plano de fases. Ao conceber esse
estudo, discutimos a visualizagdo destas trajetorias com calculadora gréfica e fizemos
o movimento de analise qualitativa do que era exibido no visor deste artefato. Como
resultados, ressaltamos a importancia de abordar diferentes maneiras de discutir com
os futuros professores de Matematica sobre andlise qualitativa de sistemas de EDO e
como a visualizacao auxiliou os graduandos a interpretarem as solugdes obtidas.

Palavras-chave: Educagao Matematica. Ensino de Equagdes Diferenciais Ordinarias,
Ensino Superior, Experimentacdo-com-Tecnologias, Formagao Inicial.
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Definicao e relevancia do problema

As Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO) sdo fundamentais para descrever fendmenos
dindmicos do cotidiano. Elas permitem modelar processos que envolvem varia¢do continua no
tempo ou no espaco, oferecendo uma base rigorosa para a compreensao e previsao de diversas
situacdes do cotidiano, tais como: um objeto em queda, crescimento exponencial de bactérias etc.
Além disso, servem como base para métodos numéricos e técnicas de solucao aproximada, sendo
importantes para diversos ramos da Matematica aplicada (Boyce, Diprima & Meade, 2020). As
EDO sao também caracterizadas por constru¢ao de modelos, em que “muitos dos principios, ou
leis, que regem o comportamento do mundo fisico sdo proposicdes, ou relagdes, envolvendo a
taxa segundo a qual as coisas acontecem. Representadas em linguagem matematica, as relagcdes
sdo0 equagoes, ¢ as taxas sdo derivadas. Equagdes contendo derivadas sdo equagdes diferenciais”
(Boyce, Diprima & Meade, 2020, p. 1,). Podemos ressaltar que ao buscarmos uma dada solucao
de uma equacao diferencial, “procuramos identificar um ou mais valores reais que satisfaga a
equagdo. Porém, quando queremos ‘resolver’ uma EDO estamos ‘construindo’ uma fungao que
venha satisfazer a equacao diferencial dada” (Javaroni, 2007, p. 30, grifo da autora). Dessa
maneira, ¢ necessario perceber que para encontrar a solucao de uma equagao diferencial, isto &,
uma familia de fung¢des apropriada, € preciso associar que os problemas e modelos sdo diferentes
e que o processo de modelagem nao pode ser reduzido a uma simples lista de regras (Javaroni,
2007; Boyce, Diprima & Meade, 2020).

Considerando a busca pelas solu¢des das EDO, nos centramos naquelas em que ndo ha
possibilidade de ter uma resposta analitica, ou seja, as fungdes que sao solugdes para as equagodes
diferenciais ndo possuem uma forma explicita. Quando esses casos ocorrem, precisamos
procurar outras maneiras de interpretar e observar o comportamento das solugdes e isso muitas
vezes ¢ feito sem resolver, efetivamente, as equagdes (Boyce, Diprima & Meade, 2020). Dessa
maneira, podemos analisar, por exemplo, a estabilidade das solu¢des de modo qualitativo por
meio do plano de fases da solug¢do encontrada. O plano de fases consiste em uma representacao
grafica utilizada para analisar qualitativamente o comportamento de solugdes de sistemas de
EDO, especialmente em sistemas bidimensionais. Embora a criacdo de retratos de fase precisos,
do ponto de vista quantitativo, necessite de auxilio computacional, € possivel, em geral, esbogar
retratos de fase a mao que sdo precisos do ponto de vista qualitativo e podem ser utilizados para
esse fim (Boyce, Diprima & Meade). A analise do plano de fases de um sistema de EDO ¢ feita a
partir dos autovalores e autovetores da matriz associada e esse movimento ¢ realizado de modo a
identificar a estabilidade da solugdo e seu comportamento, que pode ser classificado em: no,
espiral, ponto de sela, entre outros. Uma das possibilidades para que as trajetdrias no plano de
fases sejam investigadas ¢ com o uso das tecnologias digitais, considerando aspectos de
exploracdo e visualiza¢do por meio da midia.

Em vista disso, a partir de algumas no¢des de EDO e experimentagdo-com-tecnologias,
desenvolvemos um estudo com discentes do curso de Licenciatura e Bacharelado em Matematica
da Universidade Estadual Paulista (Unesp), no campus de Rio Claro, Sdo Paulo. Nesse estudo, os
educandos foram convidados a discutir, em grupos, algumas questdes presentes numa folha de
atividade, usando a calculadora grafica. Com esse movimento, buscamos abordar o seguinte
questionamento: o que emerge das interpretacdes e discussoes com estudantes sobre exploracao
das trajetorias no plano de fases com calculadora grafica?
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Ressaltamos ainda que este trabalho esta vinculado ao projeto "Ensino e aprendizagem de
Matematica: possibilidades para a pratica do professor"!, que é uma parceria entre membros do
Grupo de Pesquisa em Informatica, outras Midias e Educacao Matematica (GPIMEM) e a Casio
Brasil Comércio de Produtos Eletronicos Ltda, com gerenciamento administrativo da Fundagao
para o Desenvolvimento da Unesp (Fundunesp).

Referencial Tedrico

Para abordar o uso da tecnologia digital, mais especificamente a calculadora grafica, nos
baseamos na experimentacao-com-tecnologias. A experimentacao-com-tecnologias pode ser
entendida como a integracdo das tecnologias no processo de ensino e aprendizagem para um
estudo conceitual ou exploracao matematica, de modo que o discente seja convidado a pensar
com a midia (Borba & Villarreal, 2005). Esse pensar com a tecnologia esta atrelado a possibilitar
que o estudante crie conjecturas e teste hipoteses com o artefato e, para além disso, o
conhecimento que pode ser produzido nesse movimento ¢ qualitativamente diferente do que o
produzido com outras tecnologias, como por exemplo, o lapis e o papel (Borba & Villarreal,
2005). Outro aspecto considerado € a visualizacdo, pois a partir dela associagdes e interpretacdes
podem ser criadas, relacionando tanto o produto e a imagem visual em si quanto o processo ¢ a
atividade do “ver” (Arcavi, 2003).

Dessa maneira, a experimentacdo-com-tecnologias, conforme discutida por Borba &
Villarreal (2005), potencializa a visualizagao grafica ao permitir interagdes dinamicas com
representacdes matematicas. Softwares e demais artefatos digitais possibilitam a manipulagdo de
objetos matematicos em tempo real, favorecendo a compreensao de conceitos abstratos. Essa
abordagem esté alinhada a visdo de Arcavi (20003) sobre a visualizacdo, que destaca seu papel
essencial na construgdo do significado matematico. As tecnologias ampliam esse potencial da
visualiza¢do ao oferecer multiplas representacdes e simulagdes, possibilitando maneiras para que
o aprendizado seja mais intuitivo. Portanto, entendemos a experimentagdo-com-tecnologias
(Borba & Villarreal, 2005) expande as possibilidades da visualizagdo matematica no ensino,
particularmente no ensino de EDO, quando queremos fazer um estudo qualitativo de equagdes
que nem sempre apresentam uma solugao que dé para ser representada analiticamente de forma
explicita.

Desenvolvimento metodologico e conceitual

A pesquisa abordada neste artigo foi desenvolvida ao longo do segundo semestre de 2022,
em que a primeira autora foi monitora da disciplina de EDO na Unesp, campus Rio Claro.
Durante o semestre, em parceria com o professor da disciplina, foi possivel delimitar e elaborar
uma oficina com calculadora grafica com os graduandos do curso de Licenciatura e Bacharelado
em Matematica da universidade. Para o processo de elaboragdo, levamos em consideragao as
anotacdes do diario do campo da pesquisadora, colocagdes do professor da turma referente as
dificuldades dos estudantes e as respostas registradas nas provas dos discentes. Dessa maneira,
ao delimitar a oficina buscamos trabalhar colaborativamente com o professor responsavel.

"o projeto foi aprovado no processo n® 3221/2021 — CCP — FUNDUNESP.
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Uma das dificuldades dos estudantes relatada pelo docente da disciplina foi a visualizagao
das trajetorias das solu¢des das EDO no plano de fases e a partir disso foi sugerido que tal
conteudo fosse discutido com a calculadora grafica. Ressaltamos que a atividade desenvolvida na
oficina foi computada como parte da nota final dos discentes a pedido do professor, portanto,
fomos responséveis por elaborar em conjunto com o docente um plano de aula? e corrigir os
apontamentos feitos pelos estudantes na folha de atividades® disponibilizada.

Projetamos uma oficina para ser desenvolvida em duas etapas no contraturno da aula de
EDO, ou seja, no periodo da tarde e com horario combinado com os estudantes. A oficina teve
duracao de quatro horas, em que na primeira parte da atividade abordamos algumas propriedades
de matrizes e integral, além da interpretacdo de um sistema de equagdes diferenciais com valores
dados, e a segunda para discutir a trajetéria no plano de fases do sistema representado na Figura
1. Entendemos que o movimento de dividir em etapas foi importante para que os estudantes
pudessem se habituar com os recursos presentes na calculadora grafica, utilizados ao longo da
atividade.

Neste texto focaremos nas discussdes feitas pelos estudantes ao analisar o sistema de
equagoes diferenciais, presente na Figura 1, considerando a variacdo de uma das entradas da
matriz do sistema linear homogéneo. Os dados tratados neste texto sdo oriundos do registro do
diario de campo, folha de atividade respondida pelos discentes e arquivos salvos da calculadora
grafica.

i T T
X (—'_) U) X

Figura 1. Sistema homogéneo discutido com os estudantes (Boyce, Diprima & Meade, 2020).

A partir do sistema de equagdes diferenciais, os seguintes questionamentos foram feitos:
“descreva como as solugdes dependem qualitativamente de a; qual ¢ o comportamento das
trajetorias no plano de fases” (Dados de pesquisa, 2022). Destacamos que esse exercicio foi
retirado do livro de Boyce, Diprima & Meade (2020) e isso foi algo comentado com os
graduandos. Os estudantes estavam habituados a fazer exercicios presentes no livro, entretanto
buscamos abordar com eles uma outra maneira de desenvolver as propostas presentes no material
didatico utilizado pelo professor, que comumente eram resolvidas utilizando lapis e papel. Antes
de discorrermos sobre algumas discussdes feitas pelos graduandos, julgamos pertinente
apresentar mais detalhadamente as funcionalidades da calculadora grafica utilizadas durante a
oficina, a saber: “Exe-Matriz” ¢ “KhiCas”.

O modelo da calculadora utilizada para o desenvolvimento da atividade foi a fx-CG50.
Essa calculadora possui 24 aplicativos em sua interface, sendo um deles o “Exe-Matriz”, que
possibilita que outros sejam baixados em sua memoria, como no caso do “KhiCas”.

2 https://drive.google.com/file/d/10ID-t33JdPLILFN-36JBtq0GTForK7fE/view?usp=sharing - Acessado em: 15 fev.
2025

3 https://drive.google.com/file/d/1h58 CZzM2EUbxQx3zkbqlUvF6yWIA gQo4/view?usp=sharing - Acessado em: 15
fev. 2025
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Na funcionalidade “Exe-Matriz” ha a possibilidade de trabalhar com derivada, integral,
matriz, vetores, entre outros. Dentro deste recurso € possivel resolver uma integral, entretanto ¢
retornado apenas o resultado, ou seja, conseguimos desenvolver apenas integrais definidas.
Quando se tem o intuito de manipular variaveis, podemos recorrer a funcionalidade “KhiCas”.

O KhiCas ¢ uma versao de software de um sistema de algebra operacional para alguns
modelos de calculadoras, entre eles o utilizado na oficina, que pode ser instalado como uma

funcionalidade na fx-CG50. A partir dessa funcionalidade ¢ possivel realizar calculos de modo
., e, . . d (x*

que incognitas e varidveis sejam entendidas como tal. Por exemplo, se calcularmos %,

obteremos como resposta 2x, enquanto que se a mesma operacao for realizada na funcionalidade

“Exe-Matriz”, sem definir o ponto x a ser calculado, aparece no visor da calculadora um erro de

sintaxe.

Salientamos que as duas funcionalidades foram utilizadas em momentos distintos com os
graduandos: a funcionalidade Exe-Matriz para observar algumas propriedades e discutir uma
forma de demonstrar que uma afirmacao ¢ falsa - pensando em contra exemplos e a
funcionalidade KhiCas para trabalhar o campo de direcdes de solugoes.

Para iniciar a discussdo, disponibilizamos para os estudantes um tutorial referente as
funcionalidades “Exe-Matriz” e “KhiCas”. Para a abordagem envolvendo propriedades de
integral e matrizes, questionamos os estudantes se a integral do produto € o produto das integrais
e se a multiplicacdo de matrizes ¢ comutativa, de modo a justificarem o porqué da conclusao
obtida. Essas indagac¢des foram feitas, pois ao discutir com o professor da disciplina e observar
as respostas nas avaliagdes que os estudantes fizeram, eles haviam assumido a veracidade de tais
propriedades para a resolugdo de exercicios. Dessa forma, buscamos abordar como poderiamos
verificar se as afirmacdes eram verdade, culminando na demonstragdo por contra exemplo.

Apos as reflexdes sobre propriedades de integrais e matrizes, os graduandos foram
convidados a refletir para além dos célculos que ja estavam habituados a fazer ao solucionar os
exercicios nas aulas. Para dar inicio a esse movimento, determinamos a matriz de Jordan,
autovalores e autovetores, associados a matriz A referente ao sistema X = AX, diretamente na
calculadora grafica, conforme observamos na Figura 2:

B 13:47 2 Xcas RAD ion
[[a,2],[-2,0]]=2A

. lla, 2), [-2. O1)
sigenvals

(A)
(=sqrt(a*2=168)+a)/2, (sqrt{a*2=16)»
eigenvects
[[=sgqrt(a®2=18)+a, sqrt{a*2=16)+a]w»
P.D:=jordan(A)
[[-sqrt(a~2=186)+a, sgrt{a®2=16)+a]»

algh | calc | plot | cmds | A<>a | File

Figura 2. Interface do ambiente "KhiCas"na calculadora grafica (Dados de pesquisa).
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Ou seja, na Figura 2 fizemos o procedimento de definir a matriz A, em seguida calculamos
os autovalores (eigenvals) para entdo calcularmos os autovetores (eigenvects) e por fim a matriz
P e D* Com esses dados em mios, para o primeiro questionamento que envolvia a anélise
qualitativa da solugdo, os estudantes precisaram interpretar o que acontecia com as raizes
advindas do calculo dos autovalores da matriz e esse processo também foi feito utilizando a
calculadora.

Para observar o que ocorria no sistema de EDO e como ficaria seu campo de dire¢des,

discutimos sobre Voc2— 16. Para essa etapa, convidamos os estudantes a analisar primeiro o
calculo e indicar o que pensavam que acontecia, baseando-se no que haviam visto ao longo das
aulas. Em seguida, foram indagados sobre o que significava falar que o comportamento das
trajetdrias seria um né assintoticamente estavel, um no instavel e assim por diante e como
poderiamos relacionar isso a variagao de o.

Ao longo do desenvolvimento da oficina, focamos em discutir as interpretagdes feitas pelos
estudantes no sistema de equagdes, representado na Figura 1, e identificar que, apesar de estarem
com a mesma proposta de atividade, as respostas foram dadas de maneiras diferentes. Isto €,
alguns graduandos optaram por representar o desenho visto na calculadora e outros focaram nos
numeros testados para cada um dos intervalos obtidos para a interpretagdo dos autovalores e
autovetores da matriz, que dependiam de a. Na Figura 3 podemos observar uma andlise feita da
trajetdria do plano de fases por um dos grupos, em que eles apontam alguns valores para o e
indicam que a interpretag@o foi obtida a partir da calculadora grafica.
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Figura 3. Recorte da analise do grupo e interpretagdes para a variacdo de o (Dados de pesquisa).

O grupo que fez a discussao presente na Figura 3 optou por testar mais valores além de o =
4 e o = —4, ressaltando que havia algumas trajetorias que aparentavam ser "mais rapidas" e outras
"mais lentas". Esse aspecto foi discutido, pois indagamos se tais afirmagdes fariam sentido ao

4 Nesse processo efetuamos célculos de modo que P-1AP = D, em que dizemos que a matriz A ¢ semelhante a
matriz D ou que a matriz A ¢ diagonalizavel.
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pensarmos na trajetoria do plano de fases. Além disso, o apontamento feito pelo grupo, presente
na Figura 3, sobre explicarem que a solucao foi observada a partir do que foi exibido no visor da
calculadora gréfica, foi algo geral nas respostas da turma. Portanto, salientamos as interpretagdes
feitas por meio da visualizagdo (Arcavi, 2003; Borba & Villarreal, 2005), ou seja, salientamos
que os estudantes testaram outros valores para o com a calculadora, podendo observar e criar
hipoteses do que viam em seu Vvisor.

A fim de que os estudantes criassem conjecturas observando o que ocorria com o plano de
fases, pedimos para que, utilizando alguns comandos presentes no tutorial, gerassem o campo de
dire¢des na calculadora e explicitassem o que viam. Esse movimento foi associado com as
justificativas dos estudantes ao que era visualizado e com o que tinham visto na teoria. Por
exemplo, se a =4 entdo a origem ¢ um ponto espiral. Na Figura 4 a seguir, exibimos o visor da
calculadora com os campos de direcdes paraa =4, a=—4 e a=0.

a=-4

Figura 4. Interface da calculadora grafica para os valores de o = —4, a = 0 e a =4 (Elaborado pelas autoras).

Neste ponto, julgamos importante destacar que apesar da calculadora explicitar a matriz de
Jordan, os autovalores e os autovetores do sistema, a resposta obtida ainda precisou ser analisada
pelos discentes, o que ressalta o aspecto de que mesmo que a tecnologia retorne o resultado, a
interpretacdo do que ¢ obtido parte do estudante e de sua interacdo com a midia. A partir dessa
justificativa, discutimos com os graduandos até que ponto a solucao seria valida e se poderiamos
confiar apenas no que era visualizado.

Ao tomar esses aspectos, buscamos abordar com os graduandos e refletir sobre o nosso
olhar e a importancia da visualizagdo, tanto para a criagdo de conjecturas e interpretagcdes quanto
como até que ponto ela pode ser usada como parametro para afirmac¢des na Matematica. Logo,
no que tange a visualizagdo, percebemos que os estudantes relacionaram o que era observado no
visor da calculadora grafica com a teoria vista em sala de aula ao apontar o comportamento das
trajetorias. Com isso, ressaltamos que houve um processo de interpretagao e reflexao sobre as
imagens geradas com a tecnologia, de modo que puderam pensar sobre o que aparecia no display
e desenvolver o entendimento sobre a tematica estudada (Arcavi, 2003; Borba & Villarreal,
2005). Salientamos que a possibilidade de realizar testes e o rapido feedback (Borba & Villarreal,
2005) da calculadora auxiliou nesse processo de visualizagao pelos estudantes.

Portanto, destacamos que os discentes puderam atrelar a teoria vista em aula com a
possibilidade de testar os valores no sistema, ou seja, entraram num processo de experimentagao-
com-tecnologias (Borba & Villarreal, 2005) a partir da visualizag¢do da trajetoria no plano de
fases com a calculadora gréafica, por meio de reflexdes sobre o que era retornado na tecnologia
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(Arcavi, 2003). Evidenciamos que esse tipo de abordagem gerou um movimento na sala de aula
em que os graduandos puderam discutir até que ponto o que estava sendo visto poderia ser valido
ou nao e quais poderiam ser as possiveis justificativas para isso.

Resultados/conclusoes

Ao longo do texto, apresentamos um recorte de uma discussao feita com estudantes do
curso de Licenciatura e Bacharelado em Matemadtica da Unesp, campus Rio Claro. A partir de
uma parceria com o professor da disciplina, desenvolvemos uma oficina com os graduandos para
abordar as trajetorias do plano de fases de um sistema de equacdes diferenciais.

Para a discussdo com os graduandos focamos na experimentacao-com-tecnologias (Borba
& Villarreal, 2005) e na visualizagao (Arcavi, 2003) gerada pela midia, buscando atrelar
compreensoes qualitativas de resolucdes de equacdes diferenciais. Ressaltamos que esse
movimento foi feito de modo distinto pelos estudantes, o que € caracteristica de um ambiente em
que essa perspectiva tedrica ¢ abordada. Além disso, destacamos o didlogo com o professor da
disciplina, de modo a considerar as dificuldades notadas em davidas ao longo das aulas, erros
observados em provas, entre outros, para a elaboracao da oficina.

Com o exposto neste trabalho, buscamos suscitar discussdes acerca de propostas para além
da midia lapis e papel na sala de aula (Borba & Villarreal, 2005) no ensino superior, de modo
que os estudantes possam visualizar no processo de ensino e aprendizagem outras maneiras de
abordar um contetido. Entendemos que esse tipo de abordagem ¢ importante, j& que os
graduandos sdo professores em formacao e atuardo na rede basica de ensino ou até mesmo
superior e, conhecer diferentes maneiras de tratar o mesmo contetido faz parte do seu processo
formativo. Dito isto, compreendemos que para que um professor possa desenvolver atividades
exploratorias, com tecnologias, de modo que o estudante tenha a possibilidade de experimentar
praticas de ensino diferentes da tradicional, ¢ necessario que ele tenha contato na formagao
inicial com diferentes tipos de metodologias.

Por fim, esperamos que as ideias trazidas neste trabalho contribuam com a discussao na
area de ensino e aprendizagem com estudantes do ensino superior, principalmente das areas de
Licenciaturas e Bacharelado em Ciéncias Exatas de maneira geral, contribuindo no pensar na
importancia de experimentar com a tecnologia e o uso de diferentes abordagens com os
professores em formagao.
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