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Resumen

Este articulo presenta los hallazgos de una investigacion cualitativa de tipo
descriptivo, cuyo propdsito es caracterizar el conocimiento matematico evidenciado
en los profesores de Matematicas en formacion inicial de la Universidad Nacional de
Costa Rica en relacion con los procedimientos propuestos para la solucion de
situaciones-problemas en el tema de poligonos; lo anterior, utilizando el modelo de
Conocimiento Especializado de los Profesores de Matematicas (MTSK). Para esto, se
aplico un cuestionario en 2024, a 15 estudiantes de cuarto afio de la carrera de
Bachillerato y Licenciatura en Ensefianza de la Matematica. Para analizar la
informacion, se utilizé el analisis de contenido, generando indicadores de evidencia
de conocimiento para cada pregunta. Los participantes mostraron una comprension
general satisfactoria de los procedimientos dados; no obstante, la ausencia de
justificaciones adecuadas en ciertos casos indica la necesidad de profundizar en la
comprension de los procedimientos matematicos y su justificacion logica.

Palabras clave: Conocimiento especializado de profesores de Matematica;
Educacion Matematica; formacion de docentes; Geometria; poligonos.

Introduccion

En el curriculum de Matematicas de Costa Rica, la geometria ocupa un lugar central,
siendo una de las cinco areas matematicas abordadas en todos los niveles educativos. Los
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Conocimiento matematico de los profesores en formacion inicial: Procedimientos relacionados con poligonos )

Programas de Estudio de Matematicas la presentan como una herramienta fundamental para
organizar los fendmenos relacionados con el espacio y la forma, proporcionando patrones y
modelos que permiten interpretar la relacion entre los objetos geométricos y la realidad
(Ministerio de Educacion Publica de Costa Rica, 2012). Este enfoque promueve la conexion
entre las representaciones visuales y las formas geométricas mediante su identificacion,
visualizacion y manipulacion. Dentro de este contexto, el estudio de los poligonos esté presente,
de manera explicita o implicita, en todos los niveles del curriculo nacional.

En la formacién inicial de los futuros docentes de Matematicas, particularmente en el plan
de estudios del Bachillerato y Licenciatura en la Ensefianza de la Matematica (BLEM) de la
Universidad Nacional (UNA), el desarrollo del conocimiento geométrico se distribuye en cuatro
asignaturas clave: dos cursos de Geometria Euclidea en el segundo afio de la carrera, un curso de
Geometria Analitica y un curso de Didéctica de la Geometria en el cuarto afio. Las competencias
adquiridas en estas asignaturas son esenciales para la formacion profesional de los futuros
docentes, asegurando que dispongan de herramientas conceptuales y metodologicas adecuadas
para la ensefianza de la geometria en la educacion escolar.

En este contexto, se desarroll un proyecto de investigacion en la Escuela de Matematica
de la UNA (codigo SIA 0227-22) con el objetivo de caracterizar el conocimiento especializado
sobre poligonos evidenciado en los profesores de Matematica en formacion inicial (PMFI) en la
carrera BLEM de la UNA. Para ello, se adoptd como marco de referencia el modelo
Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK) (Carrillo et al., 2018), el cual permite
analizar el conocimiento matematico del docente desde una perspectiva estructurada y detallada.

En este documento, se presentan los hallazgos de la investigacion, relacionados
especificamente con el subdominio del Conocimiento de los Temas (KoT, por sus siglas en
inglés) del modelo MTSK, con un énfasis particular en la categoria de procedimientos. La
exploracion de este subdominio permite comprender en mayor profundidad cémo los futuros
docentes conceptualizan, estructuran y aplican su conocimiento matematico en la ensefianza de
los poligonos.

Marco Teodrico

En el presente estudio se adopta el modelo Mathematics Teacher's Specialized Knowledge
(MTSK) como marco de referencia tedrico. Este modelo permite describir y analizar el
conocimiento matematico que poseen los docentes de Matematicas, proporcionando una
estructura detallada para comprender sus componentes y las interacciones que emergen entre
ellos (Escudero et al., 2015). En particular, esta investigacion se centra en el subdominio del
KoT, particularmente en la categoria de procedimientos asociados al tema de poligonos.

En lo que respecta a los procedimientos, estos representan el saber hacer del docente, es
decir, su conocimiento practico de las Matematicas. No obstante, el dominio procedimental no se
limita inicamente a la ejecucion de algoritmos, sino que también abarca aspectos como el
reconocimiento del momento adecuado para su aplicacion (cuando hacerlo), la justificacion
tedrica subyacente (por qué se hace de esa manera) y la interpretacion de las caracteristicas del
resultado obtenido (Carrillo et al., 2018). En este sentido, el estudio de los procedimientos
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matematicos dentro del conocimiento del docente permite analizar no solo la ejecucion de
técnicas y estrategias, sino también la comprension de las condiciones necesarias para su
aplicacion efectiva.

Desde una perspectiva mas amplia, el término "procedimiento" se entiende como un
conjunto de acciones organizadas de manera secuencial para alcanzar un objetivo especifico.
Dentro del contexto matematico, estas acciones pueden estar relacionadas con el uso de
algoritmos convencionales y alternativos, estrategias de resolucion de problemas y operaciones
especificas vinculadas a conceptos matematicos (Vasco y Moriel, 2022).

Desde la perspectiva del MEP, principal empleador de docentes de Matematica en Costa
Rica, en relacion con los procedimientos, se espera que los docentes de Matematica sean capaces
de determinar la medida de perimetros y areas de poligonos en diferentes contextos; calcular la
medida de angulos internos y externos, asi como la medida de la apotema y el radio de poligonos
regulares y aplicarlo en diferentes situaciones; ademas de construir distintos poligonos regulares
utilizando regla y compas (MEP, 2012).

Marco Metodologico

Se aplicod un cuestionario durante el 2024 con una duracion aproximada de dos horas. El
mismo fue validado con expertos nacionales e internacionales en didactica de la Matematica,
Matematica pura y ensefianza de la Matematica para su depuracion. Posteriormente, se valido en
una prueba piloto con PMFI distintos a los sujetos de investigacion considerados en este estudio.
El cuestionario constaba de 6 preguntas de respuestas abiertas; lo respondieron en parejas,
debido a su extension y complejidad; en total participaron 14 PMFI. Todos los participantes ya
habian aprobado los cursos de Geometria Euclidea, Geometria Analitica y Did4ctica de la
Geometria como parte de su plan de estudios, donde el tema de poligonos es foco de estudio. Las
preguntas fueron disefiadas con dos objetivos principales: primero, obtener evidencias sobre los
procedimientos que emplean o proponen los PMFI cuando se enfrentan a una situacién-problema
que requiera de conocimientos matematicos relacionados a poligonos; y segundo, obtener
evidencias sobre las interpretaciones, usos, deducciones y generalizaciones que los PMFI
realizan de un procedimiento dado (valido o no) para resolver una situacion-problema que
requiera de conocimientos matematicos relacionados a poligonos, y como aplican sus
conocimientos en dicho andlisis. Se utilizo para este fin los contenidos relacionados a la féormula
para calcular la suma de las medidas de los dngulos internos de un poligono y el namero total de
diagonales de un poligono; los conceptos y calculo para area y perimetro de un poligono; y
construcciones de poligonos utilizando regla y compaés.

Para el analisis de la informacion se empled el analisis de contenido que permite la
codificacion, la categorizacion y la comparacion de preguntas abiertas de cuestionarios, asi como
la descripcion de patrones y tendencias en el contenido (Cohen et al., 2002). Para la pregunta 1,
la cual se compone de cuatro situaciones-problema, se utilizaron los siguientes indicadores de
conocimiento para el analisis de las respuestas de la 1A: (i) brinda el resultado correcto para la
suma de las medidas de los 4ngulos internos; (ii) traza correctamente las diagonales desde un
vértice de un poligono; (iii) conoce el nimero de triangulos que se generan a partir de las
diagonales trazadas desde un vértice; (iv) usa correctamente la formula para la suma de las
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medidas de los dngulos internos de un tridngulo; (v) no responde. Para la situacion-problema 1B,
las respuestas se clasificaron como correctas si: (i) brinda la férmula correcta para la suma de las
medidas de los dngulos internos; y (i1) brinda una explicacion correcta para llegar a el resultado;
y como incorrecta, si la formula brindada era incorrecta o no brindaba ninguna. Para las
situaciones-problema de las preguntas 1C, 1D, 2, 3, 5 y 6, las respuestas se clasificaron como
correctas, incorrectas o no responde; y la justificacion o procedimiento como valido, incompleto,
incorrecto, o no responde. En la pregunta 4, se clasificaron las respuestas utilizando los mismos
indicadores anteriores, para cada una de las propuestas de solucion del Estudiante 1 y Estudiante
2, en cada uno de los problemas (Problema 1 y Problema 2).

Resultados

Los resultados se organizaron de acuerdo con los objetivos de las preguntas planteadas en
el cuestionario.

A) Interpretacion y uso que hacen los PMFI de un procedimiento dado para resolver una
situacion-problema de poligonos

En una primera parte, se les present6 a los PMFI la siguiente situacion-problema, “En la
clase de Geometria se debe estudiar la suma de la medida de los angulos internos de un
poligono convexo. Se quiere mostrar un procedimiento o método matematico que permita a los
estudiantes deducir dicha formula. Para esto, la docente del curso ha construido la tabla que se
muestra a continuacion, donde en la primera columna coloca poligonos de distintos numero de
lados [un triangulo, un rectangulo, un pentagono, un hexdagono y un heptagono], en la segunda
columna, triangula [se entiende por triangular: trazar desde uno de los vértices todas las
diagonales posibles] los poligonos de la primera columna con el objetivo de usar la suma de la
medida de los angulos internos de un triangulo para obtener la suma de los angulos internos del
poligono deseado. Por ejemplo, en la segunda figura, triangula el rectangulo trazando una de
las diagonales formando asi dos triangulos, para cada uno de los triangulos la suma de sus
angulos internos es 180, de donde deduce, en la tercera columna, que la suma de los angulos
internos del rectangulo es 180 + 180 = 360.” El objetivo de la pregunta era que los PMFI
analizaran el método propuesto y evaluaran su efectividad para obtener una formula que permita
calcular la suma de las medidas de los angulos internos de un poligono. Para esto, debian
completar los datos faltantes en la tabla (la triangulacion y la formula para el hexagono y el
heptagono); brindar una férmula para calcular la suma de las medidas de los angulos internos de
un poligono de n lados; e indicar para qué tipo de poligonos funciona este método.

Al respecto, los PMFI no tuvieron mayor problema en brindar el valor correcto de la suma
de las medidas de los angulos internos para el hexagono y el pentagono y el heptagono. No
obstante, algunos mostraron deficiencias al momento de triangular dichas figuras, por ejemplo, el
Grupo 4 cuya respuesta se muestra en la Figura 1. En ambas figuras se evidencia carencias con la
definicion de diagonal de un poligono, en la primera lo trazado por los PMFI no son diagonales y
en la segunda no trazan todas las diagonales posible. Asimismo, se evidencia falta de
comprension del procedimiento propuesto.
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Figura 1. Respuesta del Grupo 4.

Al presentar una formula general para la suma de las medidas de los angulos internos de un
poligono, los PMFI proporcionaron una féormula correcta; sin embargo, algunas justificaciones
carecian de argumentos matematico validos o que dieran sustento a sus proposiciones, la mayoria
mostraban para un niumero de lados en especifico,n = 3,n = 4,n = 5, como se evidencia en la
respuesta del Grupo 6 en la Figura 2. No obstante, dos grupos mostraron una justificacion
correcta; por ejemplo, la respuesta del Grupo 3 que se muestra en la Figura 3 a continuacion.
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Figura 2. Respuesta del Grupo 6. igura 3. Respuesta del Grupo 3

Por otra parte, a la pregunta de si el método presentado es valido para poligonos concavos,
los PMFTI lograron identificar que este es valido solo para convexos; no obstante, solo un grupo
proporcion6 una justificacion valida. Se encontraron igualmente carencias con la definicion de
diagonal de un poligono, pues consideran que en los concavos “no es posible trazar todas las
diagonales desde un vértice”. Asimismo, se encontraron carencias con la definicién de poligono
convexo, pues sefialan que “el método solo funciona con poligonos regulares y los concavos no
lo son”. Tienden a definir poligonos convexos como poligonos regulares.

En una segunda parte, se les present6 a los PMFI dos situaciones-problema; el primero
relacionado a la formula para calcular el nimero total de diagonales de un poligono, y el segundo
relacionado al concepto y célculo de area y perimetro de poligonos. En el primero, se les planted
lo siguiente, “En la clase de Geometria se debe calcular el numero total de diagonales de un
poligono de n lados. Tres estudiantes propusieron las siguientes ideas...” y se les mostro las
ideas planteadas hipotéticamente, por tres estudiantes. El planteamiento del Estudiante B era el
correcto. Los PMFI no tuvieron mayor problema en descartar como validos los planteamientos
propuestos por el Estudiante A y Estudiante C, y en acertar que el correcto era la respuesta del
Estudiante B. No obstante, los argumentos que justificaban sus respuestas nuevamente
evidenciaban carencias conceptuales en los PMFI. A continuacion, se transcriben las respuestas
de los grupos 3 y 4; el primero clasifica correctamente las respuestas de los tres estudiantes y sus
justificaciones son validas; mientras que el segundo clasifica correctamente las respuestas, pero
sus justificaciones son incorrectas o incompletas. Aqui como en la pregunta de las diagonales
encontramos problemas en los procesos inductivos, pues ofrecen uno o dos casos para deducir
una formula general.
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Respuesta, Grupo 3:
i) El estudiante A esta equivocado, pues un contraejemplo es el cuadrado, pues tiene 4

veértices y dos diagonales, pero 4(4 — 3) = 4.
4(4-3)

ii) El estudiante C también esta equivocado, el mismo contraejemplo sirve, pues 1y

el cuadrado tiene dos diagonales.
iii) El estudiante B esta en lo correcto, pues si hay que tomar en cuenta las diagonales
repetidas, por eso se divide entre dos.

Respuesta, Grupo 4. El estudiante que esta en lo correcto es el estudiante B ya que
probando los casos triviales se puede deducir la formula.
I Caso: cuando es un triangulo.

3(37_3) = 3240 = 0 y se sabe que el triangulo no tiene diagonales.
1l Caso: Cuando es un cuadrado

2e3) _ % = 2 que cumple con el numero de diagonales del cuadrado.

Entonces tenemos

Para la segunda situacion-problema, se les plantearon dos problemas relacionados a areas y
perimetros de poligonos, acompafiados de soluciones hipotéticas de dos estudiantes. Los PMFI
debian comentar cada solucidn e indicar si las respuestas propuestas eran correctas o incorrectas,
justificando sus respuestas. Los PMFI mostraron dominio de los conceptos y formulas para area
y perimetro de poligonos en los problemas planteados.

B) Procedimientos propuestos por los PMFI para resolver una situacion-problema de
poligonos

Después de trabajar en el método de triangulacion de poligonos para calcular la suma de
las medidas de los angulos internos, se les solicito a los PMFI que brindaran otro modo o
procedimiento para obtener dicha férmula. Al respecto, dos grupos brindaron un procedimiento
alternativo, pero que funciona solo para poligonos regulares. Ambos propusieron triangular los
poligonos de una forma distinta, usando los n triangulos is6sceles que se forman con el centro
del poligono y dos vértices consecutivos e igualmente usar la suma de las medidas de los angulos
internos de dichos tridngulos (ver respuesta del Grupo 2). Los procedimientos brindados por
ambos grupos, evidenciaron un buen manejo ld6gico-matematico y algebraico en los procesos
propuestos. Otros procedimientos propuestos no eran claros o dependian de otros datos del
poligono (ademas del numero de lados) para que funcionaran, por ejemplo, el procedimiento
propuesto por el Grupo 7 que se muestra a continuacion.

Respuesta, Grupo 2: Si generamos triangulos desde el centro trazando los radios, se
generan n triangulos que son congruentes entre ellos. Por Pons Asinorum [Teorema del
triangulo isosceles], los dos angulos en la base son congruentes. Tomando en cuenta que la

) , 360 ., . ,
medida del angulo central es =V que se forman n triangulos, deducimos que otra formula

es:n [180 - 3—20]

Respuesta Grupo 7: Sacar el 4 externo, dividiende restarle 180 — 4externo y multiplicar
la cantidad de dangulos.
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En una segunda actividad, luego de analizar algunos métodos propuestos para calcular el
total de diagonales de un poligono, se les solicitd a los grupos proponer otros métodos para
obtener dicha férmula. No se obtuvo respuestas al respecto, solo un grupo propuso una
demostracion por induccion la cual presentaron de forma correcta.

a a
// /
a a a

Figura 4. Imagen para el célculo de areas. Figura 5. Imagen para el célculo de areas.

=

En una tercera actividad, se les plante6 dos situaciones-problemas donde debian determinar
el area de los poligonos dados. En el primer problema se les brindo6 la imagen de la Figura 4, los
PMFI debian determinar y justificar cudl de las tres bandas brindadas tiene la mayor area. Las
bandas dadas conectan dos segmentos paralelos y el ancho de estas tienen la misma medida “a”
en cualquier punto entre las paralelas. Las respuestas correctas, hacian alusién a la congruencia
de las alturas de las bandas (pues los segmentes son paralelos) y de sus bases, para posterior usar
la férmula para el calculo de areas de paralelogramos, A = b - h. Asi concluian que las tres
bandas tenian igual area. Los grupos que contestaron de forma incorrecta, seleccionaron la banda
2 como la de mayor area, atribuian su respuesta a la inclinacion de la barra y la distancia de las
barras entre las paralelas. En sus respuestas no habia evidencias del conocimiento de la formula
para calcular areas de rectangulos o paralelogramos (ver la respuesta del Grupo 7).

Respuesta, Grupo 7: La banda 2, pues como la distancia entre un punto y una recta siempre
es la menor y ademas perpendicular, la [banda] 1 seria la mas pequeria y la [banda] 2 es
totalmente cruzada por lo que sus diagonales son mayores.

En el segundo problema, se les brind6 la imagen de la Figura 5, los PMFI debian
determinar el area de la region sombreada. Los PMFI no tuvieron mayor dificultad en reconocer
y utilizar apropiadamente las propiedades y procedimientos para hallar la respuesta correcta. En
las respuestas correctas se sefialaba la congruencia de los seis tridngulos formados y que el valor
de sus 4reas era igual. Por ello, dividian 96 entre 6 y multiplicaban por 2. En los casos
incorrectos, el procedimiento planteado era valido, pero el error se produjo por un calculo
incorrecto en las operaciones aritméticas.

Para finalizar, se les planted una tercera actividad para la construccion de algunos
poligonos regulares con regla y compas. Se les brindo la figura de un hexagono regular inscrito
en una circunferencia y se les solicit6 construir, a partir de este, un dodecagono regular y un
cuadrado inscritos en la misma circunferencia. Debian realizar las construcciones y explicar los
procedimientos empleados. Los PMFI mostraron evidencias de conocimiento con las
propiedades de los dodecagono y como obtenerlo; pero no asi con sus conocimientos o
habilidades de construccion con regla y compds. En sus explicaciones, los PMFI mencionaban
que se debia encontrar el punto medio de los lados del hexagono para bisecar los arcos, pero no
explicaban como realizar esta construccion, ni habia evidencia que la hicieran con la regla y el
compads. Para el cuadrado, un grupo logr6 realizar la construccidon correctamente y su
justificacion evidenciaba conocimiento por parte de los PMFI sobre las propiedades de dichos
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poligonos. En la Figura 6, se muestran las construcciones realizadas por el Grupo 3 con sus
respectivas explicaciones.

a) Construya cou regla y compés un dod
veneia que o y justific

ular inscrito en la misma circunfe-

io cada paso.

Determinar ol punto medio de cada (ado fpf
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i e e il . ; "
05 fenilos medios: fos vertices (%y//‘f);&ju/wc y las ff]/g‘/’~
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inscrito cn la misma circunferencia? Explique y construya el cuadrado.

fres JCriices del dodecagono g se formg

Lh evadrodo

Figura 6. Construccion con regla y compas del Grupo 3.
Conclusiones

Las conclusiones derivadas de los resultados obtenidos en este estudio permiten destacar
varios aspectos relevantes sobre el desempefio y las conceptualizaciones de los PMFI en relacion
con procedimientos en geometria de poligonos.

Los PMFI demostraron una comprension general adecuada sobre los procedimientos
planteados para determinar las formulas para calcular la medida y suma de los dngulos internos
de los poligonos, asi como del total de sus diagonal. Aunque todos los grupos lograron
identificar las formulas correctas, la ausencia de justificaciones adecuadas en algunos casos
sugiere la necesidad de profundizar en la comprension de conceptos fundamentales, como la
definicion de diagonales y las condiciones de convexidad y concavidad, asi como en los
procedimientos matematicos y su justificacion logica. La tendencia a centrarse en casos
especificos refleja una comprension todavia incipiente de la construccion de argumentos
generales en geometria. Esto indica que, aunque los resultados finales puedan ser correctos, el
proceso de razonamiento matematico no siempre fue claro o completo. Esto pone de manifiesto
la importancia de fomentar el desarrollo de habilidades de argumentacion y justificacion en
contextos matematicos, lo cual es fundamental para el aprendizaje y la ensefianza de conceptos
matematicos.

Al solicitar a los PMFI que propusieran métodos alternativos para resolver problemas, se
observé una variabilidad en la calidad de las respuestas. Mientras que algunos grupos ofrecieron
procedimientos correctos y bien fundamentados, otros no lograron proporcionar soluciones
adecuadas. Esto resalta la necesidad de promover el pensamiento critico y la creatividad en la
resolucion de problemas matematicos, asi como el fomento de la exploracion de diferentes
enfoques para abordar un mismo problema; esto podria incluir el uso de recursos visuales y
practicos que refuercen la comprension de los conceptos geométricos.

En resumen, los resultados evidencian que, si bien los PMFI muestran habilidades basicas
y conocimientos conceptuales en geometria de poligonos, se identificaron areas clave que
requieren atencion, especialmente en la justificacion de procedimientos, en la comprension de
conceptos fundamentales, en el desarrollo de diferentes métodos de resolucion y en las
habilidades practicas de construccion. Por tanto, es recomendable fortalecer las actividades que
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integren razonamiento inductivo y deductivo, el desarrollo de habilidades constructivas y la
consolidacion de conceptos clave, con el fin de mejorar su competencia para resolver problemas
geométricos de manera fundamentada y autonoma. Estos hallazgos ofrecen informacién valiosa
para los formadores de profesores de Matemadticas y los investigadores, en la revision y analisis
de los programas de formacion docente, ademas de contribuir a la identificacion de nuevas areas
de investigacion relacionadas con este tema.
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