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Resumo

Este trabalho constitui um relato de uma atividade realizada em com o objetivo de
descrever algumas possibilidades didaticas para o uso dos invariantes geométricos
com o auxilio do software GeoGebra. Tais possibilidades emergiram a partir da
analise do conteudo produzido por professores participantes de uma oficina realizada
de forma remota. No presente trabalho, apresentamos atividades envolvendo
invariantes geométricos, desenvolvidas por quatro professores, nas quais
identificamos contetidos e conceitos que podem ser abordados a partir desses
invariantes, além de como sua utiliza¢do pode auxiliar no processo de ensino e
aprendizagem.
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Definicao e releviancia do problema

Quando pensamos na palavra "invariante", nossa imaginac¢ao remete a algo que nao muda.
Se buscarmos o significado dessa expressao no dicionario, encontramos a seguinte defini¢ao:
“Que nao varia”; “em matematica, diz-se de uma grandeza, uma expressao, uma relagdo, uma
propriedade etc., que se conserva inalterada para um grupo de transformagdes” (Ferreira, 1999,

p. 805).

No contexto matemadtico, Libeskind et al. (2018) afirmam que:
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[...] a invariancia ¢ um conceito-chave em matematica. Em qualquer teorema matematico, ha
algum aspecto de invariancia — quando certas propriedades dos objetos mudam, outras podem
permanecer invariantes. Os alunos nem sempre reconhecem propriedades invariaveis; portanto,
€ importante que os professores as apontem quando houver alguma propriedade invariante
envolvida. (Libeskind et al., 2018, p. 107).

Além disso, “os invariantes estdo muito presentes na matematica e na nossa vida diaria, ja
que o ser humano busca se guiar através de padroes, sejam eles padrdes de convivéncia social,
padrdes étnicos ou outros.” (Lopes, 2012, p. 1).

Na Matematica, e especialmente na geometria, existem inimeros exemplos de invariantes.
Um exemplo claro ocorre quando recortamos uma figura em varios pedacos: a soma das areas
desses pedacos permanece constante e € igual a area da figura original. O mesmo principio pode
ser observado quando um cubo ¢ dividido em vérios cubinhos ou quando utilizamos uma corda
para formar diferentes figuras — neste caso, o perimetro das figuras € a invariante, pois mantém-
se igual ao comprimento da corda (Lopes, 2012, p. 1).

Na Geometria, uma das formas de ilustrar os tipos de invariantes € por meio do uso de um
software de matematica dinamica, que permite a construcao geométrica de figuras e o
deslocamento de seus pontos. Quando esse procedimento ¢ realizado corretamente, utilizando as
ferramentas adequadas, percebe-se que determinadas propriedades permanecem inalteradas.

Neste trabalho, buscamos apresentar algumas possibilidades didaticas para o ensino dos
invariantes geométricos com o auxilio do software GeoGebra. Essas possibilidades foram
levantadas por professores durante uma oficina, na qual um dos médulos foi dedicado a
exploracdo do conceito de invariantes geométricos por meio desse sofiware de matematica
dindmica.

Referencial teorico

As ferramentas digitais s3o um recurso valioso para educadores; elas podem ser acessadas
pela maioria das pessoas por meio de computadores e dispositivos moveis. Embora trazer esses
recursos para o contexto escolar seja um desafio, vale destacar o quanto eles podem ajudar a
desenvolver a aprendizagem. Gravina e Santarosa (1999) afirmaram que as ferramentas
tecnologicas dao caracterizagdes dinamicas aos materiais de aprendizagem. Isso estimula muito
os processos cognitivos do aluno. Segundo Gainutdinova et al. (2020), ¢ essencial disseminar
métodos que se baseiem no ensino e na utilizagdo de tecnologias, o que ¢ muito produtivo em um
espaco educacional, pois ajuda na producdo de diversas formas de interagao entre o aprendiz e
docente. A utilizacdo de softwares de matemadtica dindmica pode auxiliar nesse processo,
intensificando a imaginagdo, a manipulagao de objetos e ajudando a compreender conceitos.

Gravina (1996) ainda destaca que um aspecto importante do pensamento matematico ¢ a
abstragdo da invariancia, visando seu reconhecimento e entendimento, nada melhor do que a
variacdo oferecida pelos softwares. Sobre isso, Machado, Bortolossi e Almeida Junior (2018)
destacam a importancia desses softwares do ponto de vista cognitivo, pois, com eles, ¢ possivel
criar infinitos exemplos, o que favorece o aprendizado de conceitos por meio dos invariantes
geométricos.
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Um desses programas que auxiliam na visualizacao dos invariantes geométricos ¢ o
software de Matematica Dindmica GeoGebra. Com ele, podemos construir figuras da mesma
forma que no papel. A diferenga ¢ que podemos arrasta-las para qualquer direcao, inverté-las e
verificar suas congruéncias — tudo simultaneamente. Leung (2003) afirma que esse ¢ um dos
fatores mais significativos dos softwares de Matematica Dinadmica, tornando-os poderosos meios
para a aquisi¢do de conhecimento. Ao utilizar o recurso de arrasto, conseguimos perceber
simultaneamente aspectos relevantes da Geometria, o que € essencial para a formulagao de
conjecturas matematicas. O ato de arrastar permite movimentar as figuras e perceber que as
propriedades dos entes geométricos construidos ndo se alteram, e isso pode ser feito de maneira
facil e agil, facilitando a descoberta.

Para Baccaglini-Frank (2012), atividades que utilizam o arrasto possibilitam a exploracao,
o que ¢ fundamental para a construgdo de conjecturas. Essas atividades auxiliam os alunos a
mobilizarem seus conhecimentos prévios, contribuindo para o desenvolvimento do aprendizado e
a evolucao do pensamento matematico. Além disso, atividades que instigam a investigagdo ¢ a
descoberta dos invariantes sdo realizadas por meio de experiéncias visuais, facilitadas pela
precisao dos softwares.

Leivas (2009, p. 22) conceitua a visualizagdo como “um processo de formar imagens
mentais, com a finalidade de construir e comunicar determinado conceito matematico, com vistas
a auxiliar na resolugdo de problemas analiticos ou geométricos”. O autor postula que, na
Matematica, a visualiza¢do ndo deve ser vista apenas como a representagao de objetos, mas
também como uma forma de expressar uma linguagem. Ela pode ser o principal modelo no
processo de abstracdo e desempenha um papel significativo na constru¢do do conhecimento
matematico.

Conforme Santos (2014, p. 21), “uma das razdes para se investir na implementagao da
visualiza¢do nas salas de aula esta associada as habilidades mentais e visuais que os alunos
desenvolvem e adquirem”. A autora também afirma que:

[...] imaginar, tocar e manipular sdo fatores que influenciam no desenvolvimento cognitivo dos
estudantes, proporcionando estrutura para a compreensao de determinados conceitos. E quando
o manipular ndo esta ao alcance, a visualizagdo pode conduzir a uma tentativa de dar
concretude ao pensamento, construindo uma imagem mental, um significado ao significante.
(Santos, 2014, p. 21).

Com o auxilio do software, podemos movimentar objetos geométricos e visualizar suas
caracteristicas. Isso também pode ser feito com ferramentas tradicionais, como régua e
compasso, que auxiliam na visualizagao de diversas figuras geométricas. Esses softwares
despertam a curiosidade de quem os utiliza. De acordo com Gravina (2001, p. 89), “os ambientes
de Geometria Dindmica também incentivam o espirito de investigacdo matematica: sua interface
interativa, aberta a exploragdo e a experimentacao, disponibiliza os experimentos de
pensamento”.

Assim, percebe-se que os softwares de Matematica Dinamica podem ser grandes aliados no
desenvolvimento do conhecimento em Geometria. Como o proprio nome sugere, eles sao
dinamicos, facilitando as constru¢des geométricas e a visualizagdo de conceitos.
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Desenvolvimento da pesquisa

Este trabalho caracteriza-se como uma pesquisa aplicada, cujo objetivo ¢ gerar
conhecimentos voltados para a aplicacdo pratica, contribuindo para a solu¢do de problemas
especificos (Gerhardt e Silveira, 2009, p. 35). Metodologicamente, trata-se de uma pesquisa
qualitativa, pois foca em aspectos da realidade que ndo podem ser quantificados, priorizando a
percepegao e a argumentagao das relacoes sociais (Gerhardt e Silveira, 2009).

A pesquisa envolveu quinze professores e académicos de Matematica inscritos na oficina
Experiéncias Matematicas, conduzida de forma remota por meio do ambiente Moodle. A oficina
foi estruturada em quatro médulos, sendo um deles destinado a exploragdo do conceito de
invariantes geométricos. Os participantes foram convidados por meio de divulgagdo em redes
sociais (Facebook e Instagram) e grupos de WhatsApp, além do convite formal a professores da
rede municipal de ensino, realizado pelo Nucleo de Tecnologia Educacional Municipal.

Para conduzir a investigagao, utilizamos como instrumentos um questionario inicial,
realizado por meio de um formulario online do Google em que buscamos identificar o perfil
social e educacional dos participantes da pesquisa. Também, ao longo da oficina, foram
propostas trés tarefas. A primeira, teve como objetivo aprofundar a compreensao do conceito de
invariante geométrico, além de proporcionar aos participantes a oportunidade de utilizar o arrasto
e a visualizacdo como ferramentas para responder aos questionamentos propostos. A segunda
tarefa apresentou uma abordagem alternativa para a exploracdo dos invariantes geométricos,
incentivando os participantes a formular conjecturas. Por fim, a terceira tarefa estimulou a
criatividade dos participantes em um ambiente colaborativo, promovendo a troca de ideias e
conhecimentos.

Os registros produzidos nas tarefas foram organizados e classificados com base em
categorias temadticas. Inicialmente, foram identificadas duas categorias principais: formalismo
matematico e aspectos formativos. Na andlise das tarefas, trechos com tematicas semelhantes
foram agrupados, resultando na subdivisdo da categoria formalismo matematico em duas
subcategorias: justificativa e conceito. Ja a categoria aspectos formativos foi segmentada em trés
subcategorias: contribuigdo, possibilidades didaticas e trabalho colaborativo. Neste trabalho,
daremos €nfase a subcategoria possibilidades didaticas, explorando como os participantes
utilizaram os invariantes geométricos no desenvolvimento das atividades propostas. Daremos
énfase a terceira atividade, pois foi dela que emergiram tal subcategoria.

Possibilidades didaticas

Na terceira atividade proposta, os participantes foram convidados a criar ou editar uma
atividade cujo objetivo fosse explorar o conceito de invariante geométrico e, posteriormente,
compartilha-la com os colegas por meio do forum do ambiente virtual, conforme ilustrado na
Figura 1.
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Parte 1

Escolha o enunciado de uma atividade de um livro didtico, de um site, de uma apostila ou elabore vocé mesmo, que o foco seja
determinar um invariante geométrico. Em seguida, no GeoGebra, construa um arquivo que vocé utilizaria para abordar essa
questdo em uma situagdo de estudo pessoal ou com vista a sala de aula. Poste seu arquivo neste férum, acompanhado do
enunciado da questdo e de uma breve descri¢do de como utilizou © GeoGebra para resolver a questéo escolhida.

Vocé deve realizar a Parte 1 até 03 de Dezembro as 23h59min (hordrio de Brasilia).

Parte 2
Escolha construgdes realizadas por, ne minimo, dois colegas e interaja com eles fazendo perguntas, sugerindo alteragdes ou
acréscimos em suas construgdes. Vocé pode sugerir, por exemplo, um outro medo de utilizar o GeoGebra para abordar a atividade
proposta pelo colega, ou, ainda, dizer de que modo utilizaria a proposta do colega (atividade e arquivo do Geogebra) em uma
aula sua

Vocé deve realizar a Parte 2 até 05 de Dezembro as 23h59min (hordrio de Brasilia).

Figura 1. Atividade colaborativa.

Nessa tarefa, os participantes deveriam desenvolver uma atividade focada na identificacao
de um invariante geométrico. Em seguida, precisavam construir o arquivo no software GeoGebra
e publica-lo no forum, juntamente com a descrigao da atividade. Posteriormente, na etapa
denominada Parte 2, os participantes deveriam comentar e sugerir melhorias em pelo menos duas
atividades propostas por seus colegas.

A seguir, apresentamos alguns exemplos desenvolvidos pelos participantes. Para preservar
a identidade dos autores, utilizamos codinomes, como Al, A2, A3..., A15. A participante Al
elaborou uma atividade envolvendo a construcao de uma parabola e de um triangulo baseado na
definicdo da parabola. Conforme descrito por A1, inicialmente, € necessario construir uma
parabola no software GeoGebra e, em seguida, formar um tridngulo cujos vértices sdo um ponto
na parabola, o foco e um ponto na diretriz. Para isso, a participante disponibilizou um protocolo
de construcao e o respectivo arquivo. ggb, ilustrado na Figura 2.

&

Figura 2. — Construgdo realizada pela participante Al.

A partir dessa construgdo, a participante sugeriu a exploracdo de algumas propriedades
geométricas identificadas, o que constitui a segunda parte da atividade, conforme ilustrado na
Figura 3.
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Parte 2 (Tridngulo):
a) Com a ferramenta poligono construa o tridangulo CFP;

A depender do nivel escolar da turma, ha uma porgdo de propriedades que podem
ser exploradas nessa construgao.

% Alguns exemplos
Questdes:

1) Existe algum invariante geométrico nessa construgao?

2) Se sim, quais as caracteristicas deste objeto? Existe uma classificagdo
precisa para ele?

3) Caso exisia essa classificagdo, como vocé pode argumentar essa conclusao|
sobre esse objeto?

4) Vocé conseguiria, com teoremas matematicos, demonstrar?

Acredito que o professor poderia também explorar a desigualdade triangular com
essa construgdo, visto que ndo ha o tridngulo quando os 3 pontos estdo alinhados,
ou seja, a soma do modulo de dois segmentos & igual ao maédulo do terceira.

Figura 3. — Parte 2 da tarefa 3, realizada pela participante Al.

A1 destacou as possibilidades de explorar conceitos tanto da Geometria Analitica quanto
da Geometria Plana, além do uso de ferramentas menos comuns no GeoGebra, como a fungao
Lugar Geométrico. Dessa forma, os alunos podem visualizar e compreender propriedades
geométricas, além de se familiarizarem com novas ferramentas do software, ampliando seu

repertorio para atividades futuras.

O participante A2 desenvolveu uma atividade que relaciona propriedades do baricentro de
triangulos equilateros construidos sobre os lados de um triangulo qualquer. O resultado, ilustrado
na atividade por meio do GeoGebra, ¢ conhecido como o Teorema de Napoledo (Figura 4).

Enunciadoe: Construa um tnangulo ABC em que os pontos A, B e C sdo livres e sobre
cada um de seus lados construa um tridingulo equildtero para o exterior de ABC. Trace o
tridngulo T formado pelos baricentros dos tridngulos equilateros assim obtidos.
Movimente os pontos A, B e C. O que vocé observa em relagfo ao tridngulo T?

No Geogebra usei a ferramenta ponto para criar A, B, C. Em seguida a ferramenta
poligono para formar o tnangulo ABC. Depois usei1 a ferramenta poligono regular para
construir os tridngulos equilateros. Na sequéncia usei o comando CentroDeGravidade(
<Poligono> ) para cada tridngulo equilatero e conclui usando a ferramenta poligono para
construir o tridngulo formado pelos bancentros.

Figura 4. — Parte 1 da tarefa 3, realizada pela participante Al.

O resultado final da construcao esta representado na Figura 5.

v Janela de Algebra X|| ¥ Janela de Visualizagdo

[=iv fiv =

v AA W

Poligono
@ pol1 =4.77
@ pol2=4.34
@ pol3=4.42 | G
Ponto
® A=(-0.65,39)
(-2.17,1.08)
1.02)
.67, 3.89) C

Figura 5. — Construgdo realizada pela participante A2.
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Segundo A2, essa atividade permite levantar conjecturas sobre a natureza do triangulo
obtido. Por exemplo, os participantes podem formular a hipétese de que o triangulo formado
pelos baricentros dos triangulos equilateros também seja equilatero. Além disso, as medidas dos
lados desse tridngulo podem ser analisadas para reforgar a hipdtese sobre o invariante geométrico
identificado.

O participante A11 propos uma atividade explorando as relagdes entre quadrilateros, como
ilustrado na Figura 6.

Dado um quadrilatero qualguer ABCD:

- Construa o ponto medio dos lados AB, BC, CD e DA, chamando-os de E, F, G & H,
respectivamente.

- Construa o quadrildtero EFGH.

Quais relagBes possuem ABCD e EFGH e o que EFGH possui que ABCD ndo necessariamente
possui?

Figura 6. — Parte 1 da tarefa 2, realizada pela participante A11.

A construcdo correspondente estd representada na Figura 7.

v Janela de Visualizagao

Figura 7. — Construgdo realizada pela participante A11.

Apos a realizacdo da construgdo, utilizando as retas suporte dos segmentos EH e FG, e
aplicando o comando “relag¢ao”, verifica-se que essas retas sao paralelas. O mesmo procedimento
pode ser aplicado aos segmentos EF e GH, permitindo concluir que EFGH ¢ um paralelogramo.
Além disso, considerando as diagonais AC e BD, e utilizando o Teorema da Base Média,
podemos inferir que o quadrilatero EFGH possui metade da area do quadrilatero ABCD. Esse
resultado corresponde ao conhecido Teorema de Varignon.

Outros participantes desenvolveram atividades explorando propriedades de poligonos e
invariantes geométricos, como quadrilateros, tridngulos isosceles, escalenos, equilateros e
trapézios. Além disso, algumas atividades abordaram conceitos geométricos fundamentais, como
angulos, areas, baricentro, ortocentro, incentro, circuncentro, medianas, mediatrizes, retas
perpendiculares e bissetrizes.
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Consideracoes

Neste trabalho, exploramos a presenca dos invariantes em conceitos geométricos,
evidenciando que sua aplicag@o se estende a uma ampla variedade de topicos da Matematica
escolar. As atividades desenvolvidas demonstraram que os invariantes geométricos podem ser
abordados de forma significativa tanto no Ensino Fundamental quanto no Ensino Médio,
proporcionando aos alunos uma compreensao mais aprofundada das propriedades matematicas
envolvidas.

Além disso, a integracdo dessas atividades com softwares educacionais, como o GeoGebra,
amplia consideravelmente as possibilidades didaticas. Durante o trabalho realizado foi possivel
verificar que o uso de ferramentas tecnologicas pode tornar o processo de ensino e aprendizagem
interativo, possibilitando a visualizagdo ¢ manipulacao de entes geométricos de forma intuitiva.
Esse recurso ndo apenas potencializa a constru¢do do conhecimento, mas também favorece a
autonomia dos alunos no processo de investigagdo matematica.

Para os professores, a utilizagao de tecnologias educacionais representa uma oportunidade
de inovar suas praticas pedagogicas, enriquecendo as discussdes em sala de aula e incentivando a
experimentacao. Além disso, o uso desses recursos permite a criacao de materiais didaticos
personalizados, adaptados as necessidades dos alunos e as particularidades dos conteudos
abordados.

Os resultados deste estudo evidenciam que a exploragdo dos invariantes geométricos por
meio de tecnologias digitais pode despertar a curiosidade dos estudantes, estimular o pensamento
matematico e promover um aprendizado com maior significado. Dessa forma, reforcamos a
necessidade de incentivar o uso de ferramentas tecnologicas no ensino da Matematica, pois elas
ndo apenas enriquecem o processo de ensino e aprendizagem, mas também impulsionam novas
descobertas e conexdes dentro do universo matematico.
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