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Resumen

Es ampliamente conocida la importancia del analisis epistemologico de los conceptos
matematicos para la didactica: identificar concepciones y obstaculos ligados al
desarrollo historico del concepto; el analisis epistemoldgico también parece
indispensable si se plantea el ambicioso objetivo de renovar o innovar el
acercamiento didactico al respectivo concepto. Como resultado parcial de una
investigacion documental, en este trabajo se presenta una sintesis preliminar de las
rupturas epistemologicas que tuvieron lugar en la evolucion historica del Calculo, y
se esbozan sus implicaciones.

Palabras clave: Andlisis epistemologico; Calculo infinitesimal; Educacion superior;
Ensenanza del Célculo; Ruptura epistemoldgica; Viraje epistemologico.

Introduccion: de rupturas y virajes

Es ampliamente conocida la importancia del analisis epistemologico de los conceptos
matematicos para el disefio didactico, particularmente cuando se plantea el ambicioso objetivo de
renovar o innovar el acercamiento didactico al respectivo concepto. Una de las herramientas que
se suele emplear en dicho andlisis es la nocioén de ruptura epistemologica, asociada con una
vision no continuista ni lineal de la evolucion del conocimiento cientifico, proceso marcado por
momentos de crisis, retroceso, € incluso cambios drésticos de orientacion (los llamados virajes
epistemologicos). En las visiones mas radicales, tales momentos constituyen efectivamente
rupturas con el pasado de una disciplina cientifica, un deslinde sin posible reconciliacion (Rovira
y Carbonell, 2006). Asi pues, el rasgo distintivo de una ruptura epistemoldgica es su
irreversibilidad (Belidiev y Piermindv, 1981).
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A diferencia de la nocion de ruptura, la idea de “viraje epistemologico” es menos radical,
de entrada, asume implicitamente cierta continuidad en el desarrollo del conocimiento cientifico:
lo que ha ocurrido es simplemente un cambio de orientacion o de perspectiva, pero siempre
como consecuencia del desarrollo previo. El término “disonancia epistemologica” también tiene
esta connotacion continuista, aunque enfatiza el momento de crisis, tension o desacuerdo entre
visiones (teorizaciones) concurrentes al interior de una disciplina cientifica.

En un 4mbito mas particular, el problema de identificar, analizar y caracterizar las rupturas
epistemologicas que han tenido lugar en la evolucion de los conceptos y métodos fundamentales
del Calculo, hasta el momento, ha sido poco estudiado desde el punto de vista de la Educacion
Matematica, al igual que el problema, esencial para la didactica, de entender las implicaciones
que de dichas rupturas se derivarian para la ensefianza del Calculo. En este trabajo pretendemos
contribuir al estudio de tales cuestiones, con base en nuestro analisis de diferentes
investigaciones —entre las que destaca la de Belidiev y Piermindv (1981)—, cuyas aportaciones
han permanecido hasta el momento dispersas, sin un esfuerzo de sistematizacion y sintesis.

El contexto historico

La invencion del calculo infinitesimal es resultado de un largo proceso de exploraciones e
investigaciones parciales realizadas por muchos autores, y tuvo lugar durante los siglos XVIIl y
XVIII, aunque algunas ideas germinales relacionadas con lo que en la actualidad se conoce como
Célculo se remontan a la antigiiedad griega.

Grosso modo y de manera convencional, podemos ubicar cuatro grupos de problemas
histéricos que dieron origen e impulsaron al desarrollo del Calculo (Kline, 1972; Katz, 1998). Se
trata de los siguientes: a) el calculo de la velocidad instantanea y de la aceleracion de un cuerpo
movil, conocida la distancia que €ste recorre en dependencia del tiempo, y viceversa, calcular la
distancia recorrida por un mévil conociendo su aceleracion o su velocidad variable a lo largo de
su trayectoria; b) el trazado de tangentes a curvas arbitrarias, en tanto la tangente intuitivamente
representaba la direccion instantanea del movimiento de un objeto, asi como también permitia la
determinacion de las normales a las curvas, fundamental para la confeccion y el pulido de lentes
Opticas; c) problemas de optimizacion de caracter practico, relacionados con el lanzamiento de
proyectiles (el angulo que maximizara el alcance de una bala de cafion, asi como la altura
maxima de dicho proyectil bajo distintos angulos de lanzamiento), la determinacion de las
trayectorias de los planetas (en especial, sus posiciones mas cercanas y mas lejanas al Sol),
particularmente el movimiento de la Luna alrededor de la Tierra; d) problemas formulados en el
lenguaje geométrico, pero que estaban directamente relacionados con los problemas practicos
anteriormente enlistados: el célculo de longitudes de curvas (la rectificacion de curvas), el
calculo de areas de figuras planas y de volimenes de cuerpos solidos, relacionados con el calculo
de la fuerza de atraccion gravitatoria entre una masa puntual y un cuerpo s6lido, o la
determinacion de los centros de masa y de gravedad de los cuerpos sélidos, la explicacion del
flujo de las mareas, etc.

Al abordar estos problemas, cada uno de los pensadores que lo hizo utilizé alguna versién
adaptada del método de exhaucion de los antiguos griegos. Esto los llevo a desarrollar la idea de
cantidades infinitamente pequefias o infinitesimales, y a recurrir en sus célculos a la idea de
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infinito. Aunque problematicos, la utilizacién de ambos conceptos hizo posible no solamente
resolver estos problemas, sino también desarrollar un enfoque general para el estudio de las
magnitudes variables en los fendémenos naturales, dando lugar de este modo al estudio de
problemas sobre variacion.

A pesar de hacer posible la resolucion de problemas como los ya mencionados, y la
obtencion de resultados correctos en muchos otros, € incluso de permitir ganar cierta
comprension de las posibles causas de los fendémenos naturales, impulsando de este modo el
avance cientifico, el nuevo aparato matematico creado adolecia de ciertas deficiencias e
imprecisiones de caracter 16gico. La primera de ellas concernia a la existencia misma de las
cantidades infinitesimales. La segunda tenia que ver con el valor numérico de tales cantidades:
Jeran o no iguales a cero? La tercera gener6 una discusion acalorada en el seno de la comunidad
cientifica, y estaba relacionada con la introduccion de cantidades no arquimedeanas en el aparato
matematico de la época. Los pensadores que habian desarrollado tal aparato, aunque advirtieron
tales detalles, al principio no les dieron demasiada importancia, siendo conscientes de que se
trataba de una herramienta demasiado potente como para descartarla, pero a medida que se iba
ampliando el campo de aplicacion del nuevo método, la tension se hacia cada vez mas evidente.

Ante este panorama, la comunidad matematica de aquellos tiempos quedé dividida en dos
campos: unos se propusieron resolver los problemas logicos relacionados con el sentido de los
conceptos de “infinitesimal”, primeras y ultimas razones, entre otros, dirigiendo sus esfuerzos a
poner fundamentos rigurosos al método del Calculo, y a demostrar por la via deductiva las
proposiciones fundamentales. Otros se lanzaron audazmente a explorar nuevas situaciones y
problemas en los que podian utilizar el instrumental matematico de las cantidades
infinitesimales, logrando resultados admirables en las aplicaciones practicas del Célculo y
contribuyendo a la creacion de nuevas areas cientificas. Es precisamente en este momento de la
historia en el que podemos ubicar el origen de una de las tensiones que hoy en dia nos ocupan en
relacion con la ensenanza y el aprendizaje del Célculo. Se trata de la tension que surge entre el
recurso a la intuicion y las exigencias formales de rigor en el seno del conocimiento matematico.

Esta tension formidable llevo a los matematicos de aquella época a plantear el problema de
fundamentar rigurosamente la aritmética de las cantidades infinitesimales. Este problema no fue
resuelto de inmediato, sino como resultado de un largo proceso de desarrollo que se prolongd
durante casi un siglo, y culminé con la construccion de los numeros reales, la definicion formal
de los conceptos de funcion y limite, y la consecuente exclusion de las cantidades infinitesimales
del aparato conceptual del Calculo. El concepto de limite permitio a los matematicos entender
por fin por qué los resultados validos que habian sido obtenidos mediante recursos intuitivos y
herramientas infinitesimales eran matematicamente correctos. Sin embargo, en este proceso el
Célculo se fue transformando en una disciplina abstracta, casi por completo alejada de sus
origenes y aplicaciones primigenios. Tal transformacion se refleja de manera elocuente en las
diversas definiciones que de la nocion de funcion se fueron formulando.

Las rupturas epistemologicas en el aparato conceptual del Calculo primigenio

En el largo proceso de fundamentar logicamente el Calculo, los matematicos debieron
deshacerse de una serie de visiones filosoficas y metodologicas comunes en su época. Tales
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actos de renuncia consistieron en rupturas epistemoldgicas —o al menos en virajes notables— de la
filosofia del Célculo con respecto a sus origenes intuitivos y practicos, problemas-fuente y
herramientas primigenias. Los mas significativos de ellos, y que han sido consignados de manera
separada y parcialmente analizados por diferentes autores (Garcia Bacca, 1946; Grattan-Guinnes,
1970; Grabiner, 1981; Belidiev y Pierminov, 1981; Ferraro, 2004; Aleméan, 2012), se describen a
continuacion.

Primera ruptura epistemologica: el rechazo de los argumentos metafisicos (naturales) para
justificar las operaciones con las cantidades infinitesimales.

Las argumentaciones de cardcter metafisico surgieron de manera natural en el Calculo
primigenio. Se trata de explicaciones causales formuladas a partir de ciertas esencias de la
naturaleza, de la materia, de ciertas fuerzas universales, de la continuidad de las cosas y
procesos, lo que correspondia con el estilo de pensar del siglo XVII, cuando todavia era
dominante la idea de que la ciencia suprema es la filosofia, y de que todas las leyes especificas
debian ser deducidas con base en ciertas interpretaciones filosoficas generales de la materia, del
espacio, etcétera. Tal tendencia se manifestd también en los primeros intentos de fundamentacion
del Calculo, y fue particularmente notable en la posicion asumida por Leibniz (Garcia Bacca,
1946). Al justificar las propiedades y operaciones con las cantidades infinitesimales, Leibniz
consideraba un grano de arena en comparacién con una montafia, o comparaba el didmetro de la
Tierra con la distancia hasta las estrellas fijas, o el diametro de una pequefia esfera que podemos
sostener en nuestras manos, con el didmetro de la Tierra, y argumentos andlogos (Belidiev y
Pierminov, 1981).

A pesar de no abandonar completamente los argumentos de caracter metafisico, Euler
representa la primera ruptura epistemoldgica del Calculo primigenio con sus origenes. Euler hizo
importantes esfuerzos por liberar al Calculo de su dependencia de la metafisica y su relacion con
la mecénica, y se propuso desarrollarlo como un campo auténomo. Esta idea le fue sugerida por
las distintas soluciones que en aquél tiempo fueron planteadas al problema de la catenaria, y en
las que no fue necesario utilizar argumentos de naturaleza metafisica (Palomo, 2016). Euler
rechaz6 tajantemente todas las argumentaciones que, con base en analogias fisicas, formulaban
los matematicos de la escuela leibniziana para justificar el calculo con infinitésimos. Para Euler,
un infinitésimo no es sino un cero absoluto. El error en que incurrian los seguidores de Leibniz,
segun Euler, era no distinguir las relaciones aritmética y geométrica entre ceros. La suma de dos
ceros es igual a cero, pero el cociente de dos ceros puede ser igual a cualquier numero, lo que
depende del tipo de cantidades que se relacionan en el cociente, y que tienden a cero en su
magnitud numérica. En otras palabras, lo que Euler afirmaba era que la igualdad 0 = 0 no

implica la igualdad% = 1 (Ferraro, 2004). Euler defini6 al Calculo Diferencial como un “método

para determinar cocientes de incrementos infinitesimales, los cuales se obtienen a partir de
ciertas funciones, cuando a la cantidad variable de la cual dependen se le asigna un incremento
infinitesimal” (citado de Belyéiev y Perminov, 1981, p. 39). De este modo, transformo al Célculo
de las magnitudes variables en un algebra de funciones, entendidas éstas como expresiones
analiticas en las que figuran constantes y variables, relacionadas mediante una cantidad finita de
operaciones elementales, sin que necesariamente dichas funciones fueran modelos de una
relacion entre cantidades involucradas en alguna realidad material. Euler “afirmé que el
verdadero objeto del célculo no eran los diferenciales, sino los coeficientes diferenciales, y que el
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algoritmo del célculo no transformaba diferenciales en diferenciales, sino funciones en
funciones” (Ferraro, 2004, p. 35). Esto, ademas, tuvo un efecto importante: despegar el calculo
de funciones del marco geométrico cartesiano en el que estaba inserto, y en el cual las
expresiones analiticas estaban directamente relacionadas con curvas generadas de manera
cinematica, es decir, por el movimiento de un punto en el plano.

Segunda ruptura epistemologica: el deslinde con la mecanica

Como hemos sefialado, el Calculo naci6 y creci6 estrechamente ligado a problemas de la
fisica y la geometria. Newton consideraba al Calculo Diferencial no como una teoria general de
funciones, sino como cinematica teorica. Para Newton, Leibniz y muchos otros, resultaba natural
pensar que toda funcidn es continua y tiene derivada, ya que todo movimiento es fluido y tiene
cierta velocidad, y también que toda aproximacién a un limite es mondtona, ya que el objeto en
su movimiento puede aproximarse a un punto dado inicamente por un solo lado, desde una sola
direccion. La evidencia intuitiva de la continuidad del movimiento, respaldada por la evidencia
también intuitiva de la continuidad de su representacion grafica (la curva), fueron elementos
basicos en las producciones cientificas de los matematicos de los siglos XVII y XVIII, e incluso
de la segunda mitad del siglo XIX (Bergé y Sessa, 2003; Ausejo y Medrano, 2015).

S6lo de manera gradual empez6 a abrirse camino la idea de que el calculo no deberia ser
fundamentado con base en argumentos propios de la mecanica. Ya hemos consignado el esfuerzo
que en esta direccion inicidé Euler. Una objecion mas fundamental fue expuesta de manera
contundente por Lagrange: el Célculo es Matematica, no fisica (Grabiner, 1981). Incluir el
movimiento en el aparato argumentativo del Calculo implicaba introducir una idea totalmente
extrafia a ¢l. Segiin Lagrange, el Calculo Diferencial debia ser considerado como una teoria mas
fundamental que la mecénica y, por consiguiente, debia ser explicado y fundamentado con
independencia de la mecanica y, en general, de cualesquier consideraciones empiricas y fisicas
(Belyaiev y Perminov, 1981). Su objeto de estudio debian ser exclusivamente cantidades
algebraicas.

(Por qué se dio este viraje hacia el algebra, luego de renunciar a la mecanica y en parte a la
geometria? Grabiner (1981) lo explica de este modo.

Los matematicos del siglo XVIII basaban su fe en la generalidad y certeza del algebra en la idea de
que el algebra era una “aritmética universal”. En esa aritmética universal, las operaciones de la
aritmética ordinaria se aplicaban a las literales; se entendia que ellas representaban cualquier ntimero.
Asi, los matematicos podian obtener relaciones simbdlicas complicadas, que arrojaban resultados
aritméticos validos cuando las literales eran sustituidas por nimeros. (...) Por lo general, en el siglo
XVIII (e incluso en el XIX), la aritmética se consideraba bien fundamentada y, dado que el algebra era
simplemente una aritmética generalizada, se creia que la verdad de sus conclusiones estaba tan bien
fundamentada como la verdad de la aritmética (p. 49).

Otro factor que influy6 para que el algebra fuera considerada una base pertinente para el
Célculo, especialmente por Lagrange, fue que las series infinitas y otras expresiones infinitas
formaban parte del algebra. La filosofia y la praxis del algebra incluian, por tanto, procesos
infinitos y finitos. La aceptacion universal de las expansiones decimales infinitas, junto con la
aritmética finita, proporciono6 una analogia tentadora para el salto de las operaciones algebraicas
finitas a las infinitas (Grabiner, 1981). Habiendo redefinido el objeto de estudio del Célculo, el
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punto crucial de la argumentacion de Lagrange consiste en la afirmacion (falsa, como se
comprendid posteriormente) de que es posible desarrollar cualquier funcion en una serie de
potencias ascendentes de su incremento (Botazzini, 1986).

Lagrange representa la segunda ruptura epistemoldgica del Calculo con sus origenes. En
virtud de esto, Lagrange puede ser considerado como precursor de una tendencia que se
impondra definitivamente a partir de Cauchy. Aunque el fundamento que propuso —el analisis
algebraico de las cantidades finitas— result6 insuficiente, eventualmente empez6 a prevalecer,
alejando al Calculo de todo recurso a la evidencia cinematica y/o geométrica, y encaminandolo a
encontrar en el marco del analisis algebraico, y exclusivamente dentro de ¢l, los fundamentos del
calculo infinitesimal (Botazzini, 1986). El titulo completo de una de las obras monumentales de
Lagrange resume esta ruptura: “Teoria de las funciones analiticas, conteniendo los principios del
calculo diferencial, expurgados de toda consideracion relativa a los infinitamente pequefios y
limites, y reducidos al andlisis algebraico de cantidades finitas”.

Caben sefialar dos cosas. Primeramente, la concepcion lagrangiana no consideraba a las
funciones como una correspondencia entre conjuntos numeéricos, sino como una regla que
vinculaba dos cantidades variables, y se plasmaba en una Unica expresion analitica (Ferraro,
2004). En segundo lugar, la principal consecuencia de esta ruptura fue la expulsion del tiempo
newtoniano del aparato conceptual del Calculo (Aleman, 2012).

Tercera ruptura epistemologica: el deslinde radical con la geometria

Es bien sabido que, desde la antigiiedad clésica, el estudio de las magnitudes estuvo ligada
a la geometria. La geometria se constituyo en el dominio natural de validacion del trabajo con
magnitudes continuas. Esta situacion no cambi6é mucho con la emergencia y desarrollo del
algebra en la Edad Media. Los métodos primigenios desarrollados por los algebristas arabes para
resolver ecuaciones cuadraticas, por ejemplo, tienen una clara connotacion geométrica. De ellos
conocemos el método de “completar el cuadrado”. Aunque a partir de Lagrange y D’ Alembert
los matematicos separaron al Célculo de la mecénica, durante largo tiempo continuaron
recurriendo a argumentos de cardcter geométrico como algo obvio y legitimo, considerando la
geometria como una ciencia empirica que estudia las propiedades del espacio “real”. Con la
incorporacion del lenguaje algebraico, la geometria de Descartes llegd a ser considerada como
fundamento obvio de todo proyecto de matematizacion (Bergé y Sessa, 2003).

Para la mayoria de los matematicos del siglo XVIII, la existencia de la derivada y la
integral se desprendia de manera evidente del analisis de una curva, de su tangente y del trapecio
curvilineo correspondiente, y por lo tanto el problema relativo a la existencia de estos objetos no
se planteaba en el sentido analitico (Belyaiev y Permindv, 1981). A medida que evolucionaba el
Célculo, y particularmente con la introduccién de las funciones discontinuas, resultaba cada vez
mas clara la insuficiencia de la geometria como base para su fundamentacion. A principios del
siglo XIX, el filosofo y matematico checo Bernhard Bolzano formulé una critica mordaz de las
analogias (tanto fisicas como geométricas) que se empleaban en la Matematica.

...es evidente que se trata de una intolerable ofensa en contra del método correcto deducir verdades de
la matemadtica pura (o general, es decir, la aritmética, el algebra y el analisis) a partir de leyes que
pertenecen unicamente a la parte aplicada (o particular) de ella. Una demostracion auténticamente

Comunicacion, Superior 1V CEMACYC, Santo Domingo,
Republica Dominicana, 20235.



Ensefianza del Calculo: Las rupturas epistemologicas y sus implicaciones 7

cientifica o una fundamentacion objetiva de cierta verdad que es valida para cualesquier magnitudes,
indiferentemente de si éstas se encuentran o no en el espacio, de ningun modo puede ser una verdad
solo para las magnitudes que se ubican en el espacio... (Belyaiev y Perminov, 1981, p. 44).

La renuncia categdrica a utilizar argumentos de caracter geométrico para justificar las
operaciones y conceptos del Calculo fue decididamente impulsada por Bernard Bolzano (1781-
1848). Para ¢l todo debia reducirse al algebra, sin apelar a los infinitesimales, a la geometria, a
las ideas de espacio y tiempo o a cualquier otra idea intuitiva (Grabiner, 1981). Bolzano evito
deliberadamente el lenguaje del movimiento y el término infinitesimal. Cabe mencionar que
Bolzano diferia con la mayoria de sus contemporaneos; en un estudio al respecto se enfatizan
“las dos lineas de pensamiento que separaban las ideas de Bolzano sobre el Analisis de las de sus
coetaneos: el categorico rechazo de la idea de infinito en todas sus formas, y la estricta
separacion entre los conceptos aritméticos y geométricos, que a veces llegaba a la supresion de
estos ultimos” (Aleman, 2012).

Cuarta ruptura epistemologica: el rechazo categorico de las magnitudes variables
(cantidades)

Desde tiempos antiguos, la cantidad era considerada como un ente que precede
légicamente al numero, mientras que el numero era visto como una herramienta para tratar la
cantidad. El concepto de nimero como medida de la cantidad era algo comun, al menos hasta el
siglo XVIII. En algunas culturas el cero fue introducido simplemente como ausencia de cantidad;
es el nombre que se da a “la nada” (Ferraro, 2004). Durante muchos siglos, esta vision de los
nameros excluy¢ la posibilidad de vislumbrar que “los objetos matematicos pudieran tener su
origen en un acto libre de la voluntad, y exige que estén arraigados en la realidad, directa o
indirectamente, como elementos de una teoria que pretenda interpretar lo real” (Ferraro, 2004).

Fue Richard Dedekind (1831-1916) quien puso punto final a este ciclo de rupturas,
asentando la fundamentacion del Calculo sobre la nocion de nimero, un objeto genuinamente
matematico. Para ello, se apoyo en el trabajo de Hermann Hankel (1839-1873), quien propuso un
cambio radical de vision sobre los nimeros.

Considero que el concepto de nlimero es totalmente independiente de las nociones de espacio y tiempo
[...] Los numeros son creaciones libres de la mente humana; sirven como un medio para aprehender
mas facilmente y con mas agudeza, la diversidad de las cosas [...] [incluso] para investigar nuestras
nociones de espacio y tiempo, al relacionar estas ultimas, con el dominio numérico creado en nuestra
mente (citado en imaz y Moreno, 2010, pp. 48-49).

De este modo, los nimeros no son descubiertos o percibidos a partir de la realidad, sino
que son “inventados”, son solo simbolos, “objetos intelectuales”, para los cuales se definen
operaciones y relaciones formales, con tal de que dichas relaciones y operaciones estén libres de
contradicciones logicas. Hankel y Dedekind representan el inicio de la cuarta y definitiva ruptura
epistemologica del Célculo con sus origenes. Esta ruptura fue culminada por el aleméan Karl
Wilhelm Theodor Weierstrass (1815-1897), quien aritmetiz6 definitivamente el andlisis,
liberandolo de cualquier reminiscencia al cambio temporal o a proceso dinamico alguno en el
seno de las operaciones matematicas.
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Las cuatro rupturas que hemos consignado tuvieron como resultado la transformacion del
Célculo en una disciplina diferente, o0 mas bien, la formacion de una nueva disciplina: el Analisis
Matematico. El Célculo primigenio, con su vision intuitiva, fisica y dinamica, continu6 siendo
objeto de aplicacion a las nuevas ramas del conocimiento cientifico y tecnoldgico que se iban
desarrollando, en buena medida impulsadas por el Calculo mismo. Este continué siendo usado, y
lo es en la actualidad, como una Matematica practica, mientras que el Analisis fue consolidando
su estatus de Matematica pura.

Reflexiones finales

Como resultado de una investigacion documental, hemos identificado y caracterizado
brevemente cuatro rupturas epistemologicas, en el proceso historico de constitucion del Andlisis
Matematico a partir del Célculo Infinitesimal. Resta aun identificar y caracterizar las
implicaciones didacticas y curriculares que dichas rupturas podrian haber tenido en la
constitucion del curriculo escolar de Célculo y en su metodologia de ensefianza, al igual que en
su transposicion a los libros de texto. Esto implica, ademads. un trabajo necesario para la
Didéctica: profundizar en el estudio de los actos epistemologicos que se registran en los
diferentes episodios de ruptura, en el proceso histérico de evolucion del Calculo al Andlisis
Matematico, asi como de sus implicaciones cognitivas, didacticas y curriculares.
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