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Resumen

La transicion de la educacion secundaria a la universidad en Costa Rica constituye un
proceso desafiante para el estudiantado, especialmente en el ambito del analisis
matematico. En este contexto, la Universidad de Costa Rica ofrece la carrera de
Educacion Matematica en su sede central y en la Sede Regional del Sur, donde el
curso MA0009 Numeros Reales se enfoca en los conceptos clave relacionados con
sucesiones numéricas y convergencia. El presente escrito incluye una serie de
actividades didacticas enfocadas en la comprension de estos objetos matematicos,
con el objetivo de llevar a cabo una transicion adecuada hacia este campo del
conocimiento. Ademas, se incluyen resultados preliminares obtenidos al implementar
estas dindmicas en el aula en la Sede del Sur.

Palabras clave: Analisis matematico; Convergencia; Costa Rica; Educacion
Matematica; Educacion superior; Ensefianza participativa; Ensefianza presencial;
GeoGebra; Planeamiento educativo; Sucesiones numeéricas.

Introduccion

La carrera de Educacion Matematica de la Universidad de Costa Rica (UCR) se imparte
desde 2017 en la Sede Rodrigo Facio, con una malla curricular actualizada a las necesidades del
contexto costarricense. En 2021, se comenzo a ofrecer en la Sede Regional del Sur, en Golfito,
Puntarenas, tras un estudio de factibilidad. Esta region enfrenta desafios como deficiencias en
infraestructura y una poblacién laboralmente activa con bajo nivel educativo, lo que dificulta la
transicion a la educacion universitaria, especialmente en Matematicas. Ademas, existe una
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desigualdad significativa en la calidad educativa comparada con el promedio nacional (Diaz,
2023).

Ahora bien, en el primer afio de la carrera de Educacion Matematica se tienen los
siguientes cursos del area matematica, los cuales se describen brevemente:

= MA0002 Algebra Elemental: se centra en el estudio de operaciones basicas con nimeros
reales y sus propiedades, resolucion de ecuaciones, inecuaciones y sistemas de ecuaciones
lineales.

*  MA0003 Fundamentos de la Matematica: introduce el razonamiento logico, la teoria de
conjuntos y la induccién matematica.

=  MA0018 Tecnologia en el Aula de la Matematica I: presenta el uso de herramientas
tecnologicas en la ensefianza de las Matematicas.

= MA0005 Introduccion a las Funciones: aborda el estudio de funciones matematicas,
incluyendo su definicidn, representacion grafica y aplicaciones en diversos contextos.

=  MA0006 Conjuntos Numéricos: se construyen y analizan los diferentes conjuntos
numéricos (naturales, enteros y racionales) y sus propiedades.

En el primer ciclo del segundo afio, se cursa MA0009 Numeros Reales (entre otros cursos),
centrado en las propiedades algebraicas y analiticas de los nimeros reales, asi como en la
convergencia de sucesiones y las series geométricas, que formalizan las expansiones de numeros
reales. Este curso contintia el enfoque en la Matematica formal y el desarrollo de habilidades de
argumentacion e introduce el andlisis matematico para cursos posteriores como MA0012
Funciones Derivables.

A partir de lo anterior, en el presente escrito se describe una serie de actividades didacticas
que tiene como objetivo facilitar el aprendizaje de conceptos como sucesion, convergencia y
subsucesion, asi como algunos teoremas aplicados al célculo de limites de sucesiones. Ademas,
se exponen los resultados preliminares derivados de la aplicacion inicial de las dindmicas durante
el segundo ciclo de 2024, asi como de su posterior implementacion en el primer ciclo de 2025.

Marco teorico

El paso de la educacion secundaria a la universidad implica un cambio significativo en la
manera en que las personas estudiantes abordan las Matematicas, especialmente con la
introduccion del analisis matematico. En la educacion secundaria, el enfoque predominante es
algoritmico y procedimental, centrado en la resolucion de tareas matematicas mediante técnicas
especificas. Sin embargo, en la universidad, se adopta un enfoque mas formal y abstracto, donde
el rigor 16gico y las demostraciones cobran un papel fundamental (Tall, 1992). Este cambio se ve

reflejado en la realidad costarricense, donde se sostiene que:
(...) las cifras son elocuentes y muestran una realidad que los jovenes arrastran desde la primaria y la
secundaria. A criterio de los especialistas de la UCR, la deficiente formacion en Matematica, que
representa un gran abismo entre el colegio y la universidad, se ha venido profundizando en los ultimos
afos, inclusive desde antes de la crisis sanitaria. (Picado, 2022)

El analisis matematico es una de las primeras areas en las que el alumnado se enfrenta a
conceptos fundamentales como limites, convergencia y continuidad, los cuales exigen un nivel
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de abstraccion que no se desarrolla en la educacion secundaria (estos conceptos no forman parte
de los Programas de Estudio de Matematicas del Ministerio de Educacion Publica de Costa
Rica). Esta transicion no solo implica la adquisicién de nuevos conocimientos, sino también un
cambio en la forma en que el estudiante aborda las Matematicas, quien debe dejar atras una
vision operacional de la disciplina para adoptar una perspectiva mas estructural y deductiva. Es
decir, pasando de un enfoque basado en procedimientos y calculos a uno fundamentado en
razonamientos logicos y demostraciones abstractas (Ascencio, R. y Eccius-Wellmann, 2019).
Aunado a ello, en el curso MA0009, estos conceptos se presentan por primera vez, con el
objetivo de prepararlos para el curso MA00O12 Funciones Derivables, en el cual se estudian de
manera mas profunda, aplicados a funciones en lugar de sucesiones.

En concordancia con lo anterior, la transicion al anélisis matematico no solo requiere
habilidades cognitivas, sino también la capacidad de trabajar con diferentes representaciones
matematicas, como expresiones algebraicas, graficas y numéricas. El desarrollo de estas
habilidades es fundamental para el éxito en los cursos iniciales de Matematicas, y su ausencia
puede ser una barrera para la comprension profunda del andlisis matematico (Martinez, 2008).
Para facilitar esta transicion, diversas investigaciones sugieren el uso de estrategias didacticas
que incluyan actividades colaborativas. Por ejemplo, Yarlequé (2012) afirma que:

(...) el aprendizaje cooperativo y progresivo de los conocimientos matematicos contribuira al

desarrollo cognitivo de los estudiantes y a su formacion, lo que potenciara capacidades y destrezas

bésicas como la observacion, representacion, interpretacion de datos, analisis, sintesis, valoracion,
aplicacion, actuacion razonable. entre otras. (p. 1)

En ese sentido, el uso de analogias en este tipo de actividades puede ser de gran utilidad en
cursos iniciales de carreras relacionadas con la ensefianza y aprendizaje de las Matematicas, pues
permite que el concepto abstracto que se esta estudiando se base en uno mas familiar para el
alumnado. Es decir, utilizar este recurso ofrece varias ventajas, especialmente cuando se trata del
objeto sucesion numérica:

Dado que el concepto de funcion es un tema presente tanto en la Matematica escolar como en la

formacion inicial de profesores, los resultados de esta investigacion y de estudios sobre el

conocimiento matematico y didactico del profesor sobre la funcion, asi como del uso de la analogia en

su ensefianza, son potencialmente ttiles para los formadores de profesores en el disefio de tareas en los

cursos de formacion inicial de profesores. (Espinoza-Vasquez et al., 2018)

Ademas, la introduccién de software matematico puede ayudar a las personas estudiantes a
visualizar conceptos abstractos y experimentar con ellos de manera interactiva. Herramientas
como GeoGebra ofrecen la posibilidad de ver como varian los resultados a medida que se
modifican pardmetros en tiempo real, facilitando la comprension de ideas complejas. Asimismo,
al reducir la carga de calculos extensos, el alumnado puede centrarse mas en los aspectos
conceptuales, como el comportamiento de una sucesion o la interpretacion de resultados. Esto no
solo hace que los conceptos sean mas accesibles, sino que también favorece un aprendizaje mas
activo y enfocado en la comprension. Sobre este software, Auccahuallpa, et al. (2022) destacan
que:

Los beneficios que promueve el uso de GeoGebra son la comprension creativa y dinamica de

conceptos, el desarrollo del pensamiento critico-analitico, del razonamiento l6gico-matematico y del

razonamiento numérico; la realizacion de demostraciones dinamicas; la verificacion de conjeturas; el

desarrollo de aprendizajes significativos; el despertar del interés y la motivacion en Matematica; el

desarrollo de habilidades en el trabajo colaborativo y el de actitudes positivas hacia la Matematica. (p.
272-273)
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Actividades didacticas

A continuacion, se presentan las propuestas disefiadas para introducir y profundizar en los
conceptos de sucesion y convergencia a través de actividades colaborativas y el uso de software
matematico. La utilizacion de GeoGebra permite representar graficamente sucesiones y
visualizar de manera interactiva su comportamiento. Ademas, se emplea esta herramienta para
ilustrar el teorema de intercalacion, facilitando la comprension de su aplicacion en el analisis de
limites. A través de estas actividades, las personas estudiantes también pueden experimentar con
la nocién de subsucesiones, favoreciendo una comprension mas intuitiva y visual de estos
conceptos fundamentales en el analisis matematico.

1. Introduccion al concepto de sucesion y convergencia: empresa de transformacion
numérica

A continuacion, se presentan dos definiciones que se toman como base para la dindmica.
Es importante mencionar que estas definiciones no forman parte de la actividad, sin embargo se
colocan para la persona lectora con el fin de proporcionar el contexto necesario y facilitar una
comprension de los conceptos clave que se utilizaran durante el desarrollo de la propuesta.

Definicion 1. Sucesion numérica. Una sucesion numeérica es una funcion a: 4 - R
con A € N. Paran € N se denota a,, = a(n) y se le llama el n-ésimo término de la
sucesion. La sucesion se denota por (a,) o también (a,)nen-

Definicion 2. Convergencia de una sucesion numérica. La sucesion (a,,) converge
al € R sipara todo € > 0, existe N(¢) = N, € N tal que |a,, — l| < € para cadan >
N,. En lenguaje matematico: lima,, =l © Ve >03AN, €EN /|a, —l| <& Vn =

n—-oo
N,. En tal caso, se dice que (a,) es convergente y su limite es [ o que (a,) converge
a l. Se escribe: lim a, = l. También se usa la notacion a,, = L. Si no existe tal [, la

n—-0oo

sucesion (a,) es divergente.

Para dar inicio a la actividad, se menciona que las personas estudiantes forman parte de
una empresa muy importante en el &mbito de las Matematicas que se denomina ETN: Empresa
de Transformacion Numérica, la cual se encarga de seguir un procedimiento bastante riguroso y
estructurado para transformar nimeros naturales en otros numeros reales. A partir de lo anterior,
en la empresa se tienen diferentes departamentos (cada uno debe contar con calculadora), los
cuales se presentan a continuacion:

= Departamento A: se encarga de escoger la materia prima (nimeros naturales en orden,
comenzando con el 1).

= Departamento B: se encarga de determinar el inverso multiplicativo del niimero recibido.

=  Departamento C: se encarga de sumarle uno al niumero recibido.

= Departamento D: se encarga de elevar el nlimero recibido al nimero inicial.
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= Departamento E: se encarga de verificar el funcionamiento de los demas departamentos y
concluir si la transformacion numérica es correcta. Ademas, debe dar al departamento F el
numero recibido con dos decimales sin redondear.

» Departamento F: se encarga de llevar el inventario de la empresa y describir el proceso
seguido para cada numero.

Una vez que se mencionan los departamentos y definen las personas que los integran,
entonces se procede a acomodar el aula. El departamento £ debe estar cerca de la pizarra, pues el
inventario se coloca ahi. Posteriormente, se ingresa el numero 1 a la empresa, de modo que al
pasar por los diferentes departamentos se obtiene el nimero 2. Luego se repite este
procedimiento para los nimeros 2, 3, 4 y 5, obteniendo 2.25, 2.37, 2.44 y 2.48 respectivamente.
Seguidamente, se informa a la empresa que se recibié un nuevo cargamento de nimeros que
deben ser transformados, los cuales son: 50, 100, 200 y 300. Se obtendra entonces 2.69, 2.70,
2.71y 2.71 respectivamente. Finalmente, se realizan las siguientes preguntas al alumnado,
esperando las respuestas que se colocan:

Preguntas Respuestas esperadas
(Es posible describir el funcionamiento de la empresa por medio Si: (n=1 + 1)"
de una expresiéon matemadtica? '
Si la empresa sigue operando con nimeros mayores, ;qué nimeros 271
se obtendran? '
Este namero obtenido (2.71), ;a cual nimero real se aproxima? Al niimero irracional e

2. Uso de GeoGebra
a. Representacion grafica de sucesiones

Para esta actividad es necesario que el alumnado cuente con computadora y el programa
GeoGebra. El objetivo es construir un applet que permita representar graficamente sucesiones
numéricas. En el siguiente enlace, se presentan las instrucciones necesarias para que cada
estudiante pueda generar su propio applet: https://6f33fa7t78ca46e2aaca-
my.sharepoint.com/:b:/g/personal/kenneth _esquivelmurillo_ucr_ac_ct/EWYBBxRxEzNLhr760
wFnGpMBighlpZ6s2m3we7BZTNg-wA ?e=x421 8K.

Finalmente, se invita a las personas estudiantes a explorar el applet con diferentes
sucesiones y a presentar algunas de ellas a sus pares, destacando algunas caracteristicas como
acotamiento, monotonia y convergencia. En el siguiente enlace se encuentra un ejemplo del
applet: https://www.geogebra.org/m/zrqcvdct.

b. Teorema de intercalacion (del emparedado)

A continuacion, se presenta el teorema de intercalacion, popularmente conocido como el
teorema del emparedado.

Teorema de intercalacion. Sean (a,) y (b,) dos sucesiones convergentes a [ tales
que a,, < s, < b, a partir de ny, entonces lim(s,) = L.
n—-oo
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A partir del recurso generado en la actividad anterior, se solicita al estudiantado que genere
un applet para visualizar el comportamiento de las sucesiones implicadas en la resolucion del
siguiente ejercicio, en el que se ve involucrado el teorema de intercalacion:

cos(n)

Determine hacia qué valor converge la sucesion numérica a,, = ——

Finalmente, se discute con el estudiantado la resolucion del ejercicio y se aprecia
graficamente el comportamiento de las sucesiones. En el siguiente enlace se encuentra un
ejemplo del applet: https://www.geogebra.org/m/qmvamkcb.

¢. Subsucesiones

A continuacion, se presenta la definicion de este concepto y un ejercicio matematico, con
el fin de apreciar la utilidad del applet que se generara.

Definicion 3. Subsucesion numérica. Dada una sucesion a = (a,,) y una funcion
¢: N - N estrictamente creciente, se dice que b = a o ¢ es subsucesion de a. En
otras palabras, la sucesion (b,,) es subsucesion de (a,,) si existe tal ¢ de manera que
by = ay ), para cada k € N. En tal caso se denota b = (a(p(k)) ob= (ank), donde

e = @(k).

A partir del recurso generado en la actividad anterior, se solicita al estudiantado que genere
un applet para visualizar el comportamiento de la sucesion y subsucesion implicadas en la
resolucion del siguiente ejercicio:

(n4+n3—n2—n) (n3—n)
3sen\—————|+3n-sen|——
. s 7 3n+3 3 134
Considere la sucesion a,, = s . Determine b,, y la funcién ¢
n*+n°-n<—-n

que comprueba que a,, es una subsucesion de b,,. Ademas, calcule

4,,3_.2 3
n*+n°-n“-n n-—-n
3-sen<—)+3n-sen( )
li 3n+3 3
N—00 n*+n3-n2-n

Finalmente, se discute con el estudiantado la resolucion del ejercicio y se aprecia
graficamente el comportamiento de las sucesiones. En el siguiente enlace se encuentra un
ejemplo del applet: https://www.geogebra.org/m/h5cvvcas.

Discusion

La actividad colaborativa permitié que las personas estudiantes se involucraran
activamente en la dindmica, participando con interés y verificando el trabajo de sus compafieros.
La analogia utilizada, en la que cada grupo representaba un departamento dentro de una empresa,
promovio un sentido de responsabilidad en cada equipo, fortaleciendo la comprension del rol que
desempefiaban dentro del proceso. Al plantear las preguntas finales, las respuestas obtenidas
fueron las esperadas, confirmando que la sucesion analizada se acercaba progresivamente al
numero e. Este concepto se estudia de manera formal en el curso MA0009, lo que permitio
establecer una conexion con contenidos futuros y generar una base intuitiva en el alumnado.
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El uso de GeoGebra resulté ser una herramienta clave en la actividad, ya que facilito la
representacion grafica de las sucesiones sin necesidad de realizar calculos extensos. Esto
optimizé el tiempo de trabajo y permitio centrar la atencion en la comprension conceptual del
objeto matematico. El interés del estudiantado se evidencio en las preguntas formuladas durante
la sesion, asi como en los applets generados y en la aplicacién de la herramienta en otras
actividades del curso. En cuanto a los recursos empleados para abordar el teorema de
intercalacion y el concepto de subsucesiones, se observo que fueron utiles para comprender la
teoria y su interpretacion grafica. No obstante, su aplicacion en la resolucion de ejercicios resultd
limitada, ya que la representacion visual solo complementa el andlisis algebraico, pero no
sustituye la necesidad de desarrollar el procedimiento matematico de forma rigurosa.

Conclusiones

La transicion de la secundaria a la universidad en Matematicas es un desafio, ya que
implica pasar de un enfoque que suele ser algoritmico a uno més formal y abstracto,
especialmente en analisis matematico, exigiendo nuevas habilidades y comprension profunda de
conceptos como sucesion y convergencia (Tall, 1992). Con base en lo anterior, diferentes
investigaciones evidencian que el rezago en la formacion matematica de la educacion secundaria
en Costa Rica dificulta esta transicion (Picado, 2022). La falta de familiaridad con los procesos
formales de demostracion y con el razonamiento abstracto hace que el alumnado encuentre
dificultades al enfrentarse a cursos universitarios como MA0009 en los que se tiene el primer
acercamiento al andlisis matematico. Por ello, se vuelve fundamental disefiar estrategias
didacticas que faciliten la apropiacion de estos conceptos de manera progresiva y significativa.

Para fortalecer el aprendizaje de conceptos matematicos en el analisis, es fundamental
emplear metodologias diversificadas que vayan més alld de la exposicion teorica y la resolucion
de ejercicios descontextualizados. En lugar de depender exclusivamente de clases magistrales, se
recomienda disenar actividades que fomenten la participacion activa del estudiantado,
permitiéndole involucrarse en el quehacer matematico y construir su propio conocimiento. Las
actividades colaborativas y contextualizadas resultan especialmente valiosas, ya que facilitan la
apropiacion de las Matematicas mediante la exploracion, el razonamiento y la resolucion de
problemas en contextos significativos (Yarlequé, 2012).

Asimismo, el uso de tecnologia desempefia un papel esencial en la visualizacion y
comprension de conceptos fundamentales del analisis, como sucesion, convergencia y
subsucesion, ademas de contribuir a la interpretacion intuitiva de teoremas matematicos. En este
sentido, se recomienda desarrollar estrategias didacticas que integren herramientas digitales
como GeoGebra, permitiendo que las personas estudiantes exploren de manera dindmica las
propiedades de los objetos matematicos y generen representaciones visuales que fortalezcan su
comprension. Para profundizar en la asimilacion de teoremas complejos, es conveniente
promover experiencias en las que el estudiantado no solo utilice recursos tecnologicos
predefinidos, sino que también tenga la oportunidad de construir sus propias representaciones
interactivas. A través de la creacion de modelos y simulaciones en GeoGebra, el alumnado puede
identificar patrones, formular conjeturas y validar propiedades matematicas, desarrollando asi un
aprendizaje mas autobnomo (Auccahuallpa, et al., 2022).
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La combinacion de estrategias colaborativas, el uso de software matematico y la
implementacion de analogias puede constituir un enfoque integral y efectivo para abordar la
ensefanza de las sucesiones y su convergencia en cursos introductorios de Matematicas. Estos
recursos no solo facilitan la comprension conceptual, sino que también podrian promover
creencias positivas hacia las Matematicas y el desarrollo del pensamiento matematico riguroso,
preparando al estudiantado para afrontar con éxito cursos mas avanzados en el area del analisis
matematico.
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