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Resumo

Este estudo propde uma abordagem para o ensino de Numeros Figurais (NF) 2D e
3D no Ensino Médio, combinando a Teoria das Situacdes Didaticas (TSD) com o uso
do software GeoGebra. O objetivo € apresentar o ensino-aprendizagem de NF 2D e
3D no Ensino Médio por meio da TSD e do software GeoGebra com a finalidade da
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superagao do ensino baseado em memorizacao de férmulas, promovendo o
desenvolvimento do pensamento critico e a autonomia de professores e alunos. A
metodologia utilizada ¢ a Engenharia Didatica (ED), com foco nas fases de Analises
Preliminares e Concepc¢ao e Andlise a Priori. A pesquisa explora a constru¢ao
historica dos NF, suas aplicagdes no Ensino Médio, funcdes geradoras e relagoes de
recorréncia. O GeoGebra ¢ utilizado para visualizar a recorréncia dos NF em 2D e
3D, facilitando a compreensao. Espera-se que esta proposta contribua para superar os
desafios no ensino de NF, promovendo uma melhor aprendizagem e o
desenvolvimento do pensamento critico. Em pesquisas futuras, pretende-se aplicar
esta proposta em sala de aula para verificar sua eficacia.

Palavras-chave: Numeros Figurais; Aprendizagem Matematica; Teoria das Situagdes
Didaticas; Software GeoGebra; Pensamento critico.

Introducio

O ensino de Matematica no Ensino Médio frequentemente se depara com o desafio de
aprofundar conteudos historicamente complexos, como o estudo dos Numeros Figurais (NF),
cujas representagdes podem se dar a partir dos vértices de uma figura geométrica. Embora
reconhecidos por sua relevancia historica e potencial para enriquecer as praticas docentes, os NF
ainda sao pouco explorados nesse nivel de ensino, conforme apontam Alves, Borges Neto e Maia
(2012). Essa lacuna se estende a formagao inicial dos professores, que muitas vezes reproduzem
em sua pratica docente as experiéncias vivenciadas enquanto estudantes, limitando o repertdrio
de abordagens e metodologias para o ensino dos NF

Diante dessa problematica, esta pesquisa se propoe a analisar como os desafios enfrentados
por professores no ensino de NF 2D e 3D podem ser superados por meio da Teoria das Situagdes
Didaticas (TSD) com o suporte tecnoldgico do GeoGebra. A escolha por essa tematica se
justifica pela necessidade de se promover uma aprendizagem mais significativa da Matematica,
que ultrapasse a memorizagao e reprodu¢do de formulas e que permita aos alunos desenvolverem
competéncias essenciais para o século XXI, como o pensamento critico, a resolugao de
problemas e a criatividade. Nessa perspectiva, surge o seguinte questionamento: como a Teoria
das Situagdes Didaticas (TSD) e o uso do GeoGebra podem contribuir para superar os desafios
do ensino dos Numeros Figurais no Ensino Médio, promovendo um ensino-aprendizagem
significativo?

A pesquisa objetiva apresentar o ensino-aprendizagem de NF 2D e 3D no Ensino Médio
por meio da TSD e do software GeoGebra com a finalidade da superagdo do ensino baseado em
memorizagdo de formulas, promovendo o desenvolvimento do pensamento critico € a autonomia
de professores e alunos. Baseia-se principalmente na Teoria das Situagdes Didaticas (TSD) para
propor uma abordagem pedagogica que estimule o pensamento critico € a autonomia dos alunos.
Adotou-se a Engenharia Didatica (ED) como metodologia desta pesquisa, que possui em seu
escopo quatro fases, porém devido ao carater puramente tedrico deste trabalho, apresentaremos
apenas duas dessas fases, a saber: Analises preliminares, a Concepgao e Analise a Priori.
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Aborda-se, nas analises preliminares os NF 2D e 3D, com foco em sua vivéncia no Ensino
Meédio, a construcdo historica desses nimeros, desde a Grécia Antiga até as contribui¢cdes
contemporaneas, com énfase nas fungdes geradoras e nas relagdes de recorréncia. Utilizar-se-4 o
software GeoGebra para visualizar os NF e tornar o aprendizado mais significativo, como a
seguir nas fases 1 e 2.

Fase 1: Analises preliminares

Os NF sao estudados desde os tempos mais remotos da Grécia e embasados
principalmente nos estudos de Popper (1972), Alves (2012). Popper faz um resgate historico-
epistemologico e filoso6fico em que os denominados pitagéricos davam aos estudos dos nimeros
que podiam ser representados por formas geométricas, originando assim o conceito referente a
esses numeros. Essa constatagdo € possivel ao observar manuscritos medievais encontrados
documentando registros de representacdo geométrica de nimeros. Embora os gregos ndo
dispusessem de recursos tecnologicos que permitissem registrar os NF numa perspectiva 3D, nos
estudos de Alves (2012) baseado em autores como Koshy (2007), Estrada et al. (2000), Popper
(1972), Alves, Borges Neto e Maia (2012) dentre outros conceituam os Numeros Solidos (NS)
ou cubicos, partindo dos NF 2D para os NF 3D.

Atualmente, no contexto do ensino mediado por tecnologia, contam-se com recursos como
o software GeoGebra que permite uma visualizacdo detalhada dessas representacdes, embora
muitos professores ainda ndo se utilizem desse recurso devido a falta de conhecimento, ja que o
seu estudo ndo faz parte de muitos curriculos na formacao inicial desses profissionais. Como ¢
possivel verificar a seguir na Figuras 1, sobre os Numeros Triangulares (NT) numa perspectiva
geométrica 2D.

Na figura 1, percebe-se a possibilidade de visualizagdo proporcionada pela utilizagao do
software nas perspectivas 2D e 3D dos NF, permitindo ao estudante observar e manipular a
figura em busca do préximo niimero da sequéncia. Observa-se também o 7° niimero da
sequéncia, e o aluno poderd movimentar o controle deslizante e interagir com o software em
busca de outros nimeros. Nesse caso paran=7,temosque T, = 7+ 6 +5+4+3+2+1 =

28, onde n: indice do niimero triangular e T;, : nimero triangular. Ao movimentar o controle

deslizante, alterando o valor de n, o estudante podera interagir com os préximos nimeros da
n(n+1)
o

sequéncia e inferir o termo geral que se da por: T, =

IArqmvu Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

DS IPANEE

Entrada:

~ Janela de Algebra X |~ Janela de Visualizagao XI[» Janela de Visualizagéo 3D X

[~ fiv [ T

Lista
© 1={(0,0), (1,0, (2,0),
® 12={{(0, 0), (1, 0), (2, 0),
Nimero

en=7
Poligono ®
polt =0.43
Ponto
®
A=(0, 0
a0 oo I
Segmento eeeo )
=1 eoeoo
gt Xy \‘\.\\
eecooe e
u 7
/!

Figura I: Representacdo do NF no GeoGebra
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Essa mesma abordagem podera ser estendida para outros NF, como os Numeros Quadrados
(NQ), os Numeros Pentagonais (NP) e assim por diante, conforme defini¢do apresentada por
autores como Nobre e Rocha (2018) por exemplo. Os Numeros Figurais “podem ser
representados por uma construgdo geométrica de pontos equidistantes” Nobre e Rocha (2018, p.
35). Ao considerar essa defini¢do, pode-se inferir que essa representacdo gera a ideia de um
poligono regular e pode ser nomeado como Numeros Poligonais. Assim, destacam-se os estudos
de nimeros como os triangulares, os quadrados, os pentagonais e os hexagonais que focam
apenas nos niameros 2D, abordando o estudo pelo viés das sequéncias de ordem superior.

Hé outras abordagens sobre os NF que ocorrem em torno das fung¢des geradoras de
sequéncias e as recorréncias. Os autores Barro e Alves (2020) vao além e apresentam as fungdes
geradoras e as recorréncias para outros numeros poligonais bem como os nimeros tetraédricos e
hipertetraédricos na perspectiva 3D. Tais abordagens evidenciam a importancia desse tema, no
entanto a grande maioria dos estudos desses componentes sdo direcionados para o nivel de
Ensino Superior, o que ¢ motivo para se escolher a tematica voltada para o Ensino Médio.

Os autores partiram do principio de que uma funcdo geradora de uma sequéncia infinita de
inteiros deve ser definida da seguinte forma: seja f(x) = ao + a1x + a2x’> + ... + amx™ e g(x) = bo +
bix + bax? + ... + bux", com m<n, dai se fizermos o quociente f(x)g(x) resultaria numa funcao t(x)
=co+cix + X + ... + cmX™+... + caX"+..., estabelecendo assim a fungdo t(x) como a geradora
da sequéncia (co, ci1, C2, ... , Cm, ... , Cn, ...), Barros e Alves (2020, p. 50), ou seja, f(x) = g(x) . t(x),
possibilitando assim determinarmos o valor para cada ai € fe 1 >n.

As fungdes geradoras, como evidenciado por Barros e Alves (2020), revelam-se como uma
ferramenta poderosa para o estudo dos NF, permitindo a obtencao de férmulas para os termos de
diversas sequéncias e o estabelecimento de relagdo entre diferentes tipos de nimeros. Ao
explorar essa perspectiva, esse trabalho busca oferecer aos professores do Ensino Médio uma
nova ferramenta para o ensino dos NF e com a utiliza¢do da ferramenta GeoGebra ¢ possivel
representar graficamente as funcdes geradoras, a ser tratado a posteriori em outro trabalho,
permitindo a visualizagdo grafica da relag@o entre os coeficientes da fungdo e os termos da
sequéncia.

Fase 2:Analise a Priori

Nesta se¢do, abordar-se-a4 a TSD baseada em Brousseau (1986), que divide o processo de
ensino e aprendizagem em quatro fases: 1) A¢do - nessa etapa, o aluno ¢ um ator ativo,
experimentando e interagindo com o objeto de conhecimento, buscando solugdes por tentativa e
erro. 2) Formulacio - a partir de suas acdes, o aluno comeca a formular hipoteses e conjecturas
sobre o problema. Ele verbaliza suas ideias, utilizando a linguagem matematica para expressar
seu pensamento. 3) Validacio - nesta fase, o aluno e seus colegas discutem as diferentes
solucdes propostas, buscando justificar suas respostas e convencer os outros da validade de suas
ideias e 4) Institucionalizacio - o professor intervém para sistematizar os conhecimentos
construidos pelos alunos, explicitando os conceitos matematicos envolvidos e relacionando-os
com os saberes escolares. Ele também pode propor novas situagdes para consolidar a
aprendizagem.
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Ao referenciar Barros e Alves (2020), abordar-se-4 a demonstragdo da formula para
encontrar o proximo Numero Triangular (NT) a partir do anterior. Eles concluem que: x. h(x) =
x% =x(1—x)% = 1x +3x% + 6x3+ ...+ S, (n)x™ ¢ a fungdo geradora para os niimeros
triangulares 2D.

Essa etapa marca a fase de acdo da TSD, que segundo Almouloud (2007) esta centralizada
na tomada de decisdes, ou seja, diante do problema os sujeitos procuram a compreensao na
tentativa de chegar a solucdo. Analogamente, os autores definem a fung¢do geradora dos Numeros
Quadrados (1, 4, 9, 16, 25, 36...) que indicaremos como a fung¢io q(x) = x2, XEN, fazendo a
relagdo de recorréncia homogénea teremos:

q() =1
q2)=4=1+3=q(1)+2q(1) +1
q3)=9=4+5=q(2) +2q(2)+ 1

q(n+1) =q(n) + 2n + 1= [ I ] assim, podemos inferir que:

q(n+2) =q(n+1) +2(n+1) + 1 = [ 1 ], fazendo [ I ] — [ I ] temos: q(n+2) — q(n+1) =
q(n+1) —q(n) + 2 = q(n + 2) = 2q(n+1) — q(n) + 2, analogamente, para q(n+3), podemos
realizar a diferenga q(n+3) — q(n+2) e concluimos que q(n+3) = 3q(n+2) — 3q(n+1) + q(n), logo
ao continuarmos notaremos que q(n+3) — 3q(n+2) + 3q(n+1) — q(n) = 0, Barros e Alves (2020).
Para ilustrarmos a visualizagdo do Numero Quadrado (NQ) 2D de valor n = 4 no GeoGebra,
mostraremos a Figura?2.

~ Janelade Aigebra X | ¥ Caiculo Simbdlico (CAS) X |~ Janela de Visualizago X | ¥ Janela de Visualizagdo 3D
- fiv T ~ OOl acrorwravar
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Figura 2. Visualizagao do NQ 16 em 2D.

A recorréncia de ordem 3 que produz a fun¢do geradora dos NQ ¢ originada da mesma
f&) _

formula canonica ja discutida acima prct q(x), onde os valores gi (x) ndo se alteram em

relagdo aos NT, mudando apenas os valores iniciais co =1, ¢c1 =4, c2c =9, ¢c3 = 16 e assim por
) . . . . 1

diante, levando ao entendimento de que a fungado serd definida por x ((1_:;)3 = 1x + 4x% +

9x3 + 16x*+...+q(n)x™, tal que x<1 Barros e Alves (2020). Nessa fase, os sujeitos buscam
realizar a formulagdo, que marca uma intensa troca de saberes prévios entre si, dialogos que
visam a formulacao das propostas de solugdes.
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A terceira fase da TSD marca a validagao, onde os sujeitos apresentam as solugcdes cuja
verificagdo e organiza¢do do conhecimento produzido por eles se consolida. A utiliza¢ao do
GeoGebra nessa fase torna-se essencial, ja que o uso do software permite a visualizagao dos NF
no formato 3D. Na perspectiva dos NF 3D, pode-se observar a definicdo dada em Barros e Alves
(2020) para os Numeros Tetraédricos também denominados de Numeros Piramidais que em
sintese tratam da soma de Numeros Triangulares e, segundo os autores, “sdo formados a partir do
empilhamento dos n primeiros niumeros triangulares ou seja, o terceiro nimero tetraédrico ¢ a
soma dos trés primeiros numeros triangulares” Barros e Alves (2020, p. 59). A fim de ilustrar
essa definicdo, segue a Figura 3 com a visualizacdo do quarto Numero Piramidal no GeoGebra.

[ vanei e Agebra Vel G VSUeteagao 30
s  JFWecy Dy IvEy Iy
QtdCubos,,,,.,, = Reverter(Sequéncia(Soma(ParteDaLista(Se
1= é é ¢
12 = Sequéncia(Transladar(Cubol(0, 0, 0), (1,0, 0), (1,1, 0)), Vetor
® |3 =ParteDaLista(12, 1, ¢)
Namero

Resposta = Elemento(Reverter(Sequéncia(Soma(ParteDaLista(* -
®e=20

®n=4

» Janela de Visualizagéo X - -

1°: defina “n”
n=4
®
2°: modifique “e” p montar a pilha cubo por cubo . - \
e=20 Resposta - - -
. - -

QtdCubospocamada = {10, 6, 3, 1}

Figura 3. Visualizagdo do Numero Piramidal 20 em 3D

Na figura acima, pode-se destacar que o quarto nimero em questao ¢ a soma da quantidade
de cubos da Janela de Visualizagdo 3D do GeoGebra em que a quarta camada tem 10 cubos, a
terceira tem 6, a segunda tem 3 e a primeira tem 1, tal que o Numero Piramidal ¢ dado por 10 + 6
+ 3 + 1 =20. Essa fase marca a institucionaliza¢do, onde o professor assumindo o controle da
situagdo formalizando o saber construido com os alunos, ou seja, para n variando de 1 até 4
teremos que: T; = 1, T, = 3, T3 = 6 e T, = 10, dessa forma o nimero piramidal serd a soma de
T, +T,+T:+T,.

Em relacao ao objeto de estudo, essa proposta apresenta a definicdo e a demonstragdo da
formula para encontrar o proximo Numero Triangular (NT) a partir do anterior, utilizando a
funcao geradora. Em seguida, o mesmo processo ¢ aplicado aos Numeros Quadrados (NQ),
demonstrando a recorréncia da ordem 3 para a fun¢do geradora. Essa proposta também destaca a
importancia do GeoGebra na fase de validagdo da TSD, pois o software permite a visualizacao
dos NF em 3D. E apresentado um exemplo de visualizagdo do quarto Namero Piramidal (20) no
GeoGebra, mostrando como ele ¢ formado pela soma dos cubos das camadas.

Nesse caso, foi apresentado o ensino-aprendizagem de Numeros Figurais com o
GeoGebra, destacando o potencial do software para a visualizagdo e interagdo com sequéncias
numéricas em 2D e 3D. A ferramenta facilita a compreensdo de conceitos complexos, como os
Numeros Piramidais, e auxilia na validagao da Teoria das Situagdes Didaticas (TSD), que divide
o processo de ensino e aprendizagem em quatro fases: a¢do, formulagdo, validacao e
institucionalizagdo. O professor atua como mediador, incentivando a participagdo ativa dos
alunos na constru¢ao do conhecimento, enquanto o GeoGebra proporciona um ambiente de
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aprendizagem dinamico e propicio a investigagao e formulagcao de hipoteses. No entanto,
ressalta-se a necessidade de investir na formacao de professores para que possam explorar o
potencial do GeoGebra no ensino de matematica. A seguir temos as consideracoes finais.

Conclusoes

Esta comunicacao cientifica apresenta uma proposta didatica para o professor do Ensino
Médio trabalhar os Numeros Figurais (NF) em sua sala, por meio da Teoria das Situagdes
Didaticas (TSD) com o aporte tecnologico do GeoGebra.

A abordagem utilizada trouxe uma nova perspectiva de ensinar os NF a partir do software
GeoGebra por meio da interacao do aprendente com os controles deslizantes, visualizando o
fendmeno da recorréncia desses niimeros na perspectiva 2D e 3D.

Diante do exposto, conclui-se que o objetivo foi alcancado pois a proposta pedagogica
envolve o aluno no processo ensino-aprendizagem, incentivando a experimentagdo, a formulagao
de hipoteses e a validacdo de solucdes. A utilizacdo do GeoGebra como ferramenta de apoio
permite a visualizacao dos NF em 3D, facilitando a compreensao dos conceitos matematicos
envolvidos.

Portanto, essa abordagem pedagogica de ensino de NF combinado com a TSD e utiliza¢ao
do GeoGebra possibilita maior compreensao sobre o assunto e corrobora para o desenvolvimento
do pensamento matematico.

Espera-se que os resultados contribuam para a superagdo dos desafios no processo de no
ensino-aprendizagem de Numeros Figurais, promovendo uma aprendizagem mais significativa e
o desenvolvimento do pensamento critico dos alunos.
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