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Resumen

En este documento, analizamos el marco conceptual para el STEM integrado
propuesto por Kelley & Knowles (2016), asi como la relevancia de la modelizacion
matematica segiin MaalB et al. (2016). Nuestra propuesta se basa en un enfoque
conceptual del STEAM integrado, que incorpora las artes en consonancia con la
UNESCO (2017). Este acercamiento estd fundamentado en la didéctica de las
matematicas y la sostenibilidad. Ademas, presentamos los resultados de un estudio
sobre la formacion de profesores de matematicas, con un énfasis en los procesos de
modelizacion dentro de nuestra propuesta de ensefianza del STEAM integrado y la
sostenibilidad.

Palabras clave: STEAM integrado; Matematizacion horizontal y vertical;
Habilidades matematicas; Competencias; Sostenibilidad; Artes; Situaciones de
Investigacion; Método de ensefianza ACODESA.

I. Introduccion

A finales del siglo pasado, emergi6 un paradigma ligado a la integracién de las ciencias, el
proyecto STEM (Science, Technology, Engineering & Mathematics). En este siglo, ha quedado
confirmada la complejidad de esa tarea, poniendo en evidencia factores ligados a los docentes
como a las instituciones, que impiden un desarrollo correcto del programa STEM, tales como:
carencia de parte de los docentes de conceptos fundamentales que unifican las disciplinas, falta de
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estrategias pedagogicas adaptadas a la ensefianza STEM, resistencia al cambio de practicas
habituales, falta de actividades ad hoc para ser utilizadas en el aula, falta de materiales dado el
poco apoyo institucional (p. ex., Kelley & Knowles, 2016; Chalmers et al., 2017). Esta
problematica ha dado lugar a otra sobre como implementar la integracion del programa STEM.
Para centrar nuestro acercamiento a la problematica, mencionemos tres proposiciones:

1. Proposicion centrada en una ensefianza que combina conceptos de las diferentes ramas
cientificas en la resolucion de problemas del mundo real. Promocion del aprendizaje en
el aula (vista como comunidad de practica) basado en proyectos que involucren
conocimientos interdisciplinarios en contexto (Kelley & Knowles, 2016).

2. Promover grandes ideas transversales que involucren conceptos de diferentes disciplinas
STEM, poniendo énfasis en conceptos fundamentales en una disciplina que sea relevante
en las otras (Chalmers et al., 2017).

3. Desarrollo de competencias ligadas a un pensamiento critico, resolucion de problemas y
situaciones del mundo real, y desarrollo de habilidades en la modelizaciéon matematica.
Utilizar las matematicas para comprender problemas sociales y cientificos para una
formacion ciudadana informada y responsable (Maall & Reitz-Koncebovski, 2013).

Dado que la 3a proposicion emana de la didactica de las matematicas, nuestra propuesta se
centra fundamentalmente en la 1a y la 3a. Iniciamos nuestra discusion abordando el proyecto
europeo PRIMAS (Promoting Inquiry in Mathematics and Science Education), que promovia la
integracion de las didacticas de distintas ramas cientificas bajo el enfoque de un aprendizaje
basado en la indagacion (Inquiry-Based Learning, IBL) (Maall & Reitz-Koncebovski, 2013). El
objetivo de este proyecto era fomentar un aprendizaje centrado en la exploracion activa, en el
que los estudiantes participaran en la formulacién de preguntas, la investigacion y la
construccion del conocimiento, en lugar de limitarse a la memorizacion o a la resolucion
mecénica de problemas. En este contexto, la modelizacion matematica adquiere un papel
fundamental como herramienta para alcanzar estos objetivos. Con el tiempo, este enfoque fue
evolucionando hacia una propuesta al STEM integrado (MaaB et al., 2016).

MaaB et al. (2016), proponen su ejecucion bajo la perspectiva de las matematicas, bajo tres
acercamientos interdisciplinarios: (1) habilidades del siglo XXI; (2) modelizacion matematica y
(3) educacion para una ciudadania responsable. Estos autores sefialan la importancia del reporte
sobre Evaluacion y Ensefianza de Habilidades del Siglo XXI (ATC21S 2009), el cual se basa en
cuatro grandes categorias: /. Formas de pensar.: Creatividad, pensamiento critico, resolucion de
problemas, toma de decisiones y aprendizaje; 2. Formas de trabajar: comunicacion y
colaboracion; 3. Herramientas para trabajar: tecnologias de la informacion y la comunicacion
(TIC) y alfabetizacion informacional; 4. Habilidades para vivir en el mundo: ciudadania, vida y
carrera y responsabilidad personal y social.

La nueva propuesta resulta mas interesante y compleja, ya que la literatura sugiere que las
matematicas suelen quedar opacadas por otras disciplinas cientificas dentro del marco general
del STEM (English, 2015, 2016; Hitt et al., 2022). A partir de esta perspectiva, surge una
pregunta fundamental: ;Como llevar esta propuesta a la practica en el aula?

I1. Marco conceptual y preguntas de investigacion
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Para implementar en el aula un STEAM integrado como sefialado por Kelley & Knowles
(2016) y MaaB et al. (2016), y considerando una comunidad de practica y procesos de
modelizacion, nos interesa apoyarnos en las nociones de la matematizacion horizontal y vertical
de Freudenthal (1991); que consiste en el desarrollo de habilidades y conceptos tales como:
Identificacion de patrones y relaciones en contextos reales; procesos de conversion del contexto
a un acercamiento matematico; uso de representaciones; formulacién de preguntas dentro del
contexto matematico y estimaciones y aproximaciones. Con respecto a la matematizacion
vertical, ¢l propone: la generalizacion y abstraccion; la reformulacion de problemas en términos
avanzados; uso de propiedades avanzadas, conexion entre diferentes conceptos matematicos,
justificacion y demostracion.

Concerniente a los procesos de la matematizacion horizontal de los alumnos, estamos
interesados en incluir procesos de visualizacion e intuicion (Zimmermann & Cunningham, 1991;
Fischbein, 1987). Ello, dada la emergencia natural de representaciones no necesariamente
institucionalizadas, relacionadas con la creatividad, la anticipacion, la prediccion, y validacion
empirica (ver Figura 1). Con respecto a la matematizacion vertical, nos interesa vincularla al
pensamiento critico, sensibilidad a la contradiccion, la validacion y la prueba, y la posibilidad de
ir mas lejos en la investigacion. Puesto que, la nocion de modelo matematico en el aprendizaje
STEAM, tiene que ver con ciencias sociales y artes, por lo tanto, el modelo debe construirse
ligado al fendmeno en estudio, proporcionando una respuesta ética, artistica y social. Dicha
propuesta, nos interesa ponerla en practica bajo una perspectiva sociocultural del aprendizaje.

De acuerdo a la UNESCO (2017) sobre la sostenibilidad, seria importante considerar el
desarrollo de competencias como las sefialadas por Brundiers, et al., (2021) y Wiek, et al., (2011)
que son: Pensamiento sistémico y relacional, Anticipacion (capacidad de prever escenarios
futuros y consecuencias); Pensamiento normativo y €tico; Estrategia; Trabajo en equipo e
interdisciplinariedad; Autoconciencia. Estas competencias, nos llevo a plantearnos como a partir
de habilidades ligadas a la matematizacion horizontal y vertical podriamos dichas competencias.

La complejidad de desarrollar habilidades que soporten las competencias arriba citadas,
como comunidad de practica, es otro problema que se debe enfrentar con herramientas ad hoc.
En nuestro caso, precisamente considerando las ideas de Freudenthal (1991) sobre el
descubrimiento guiado e impulsando en los estudiantes procesos de matematizacion en contexto,
proponemos un método de ensefianza: Aprendizaje en Colaboracion, Debate cientifico,
Autorreflexion e institucionalizacion (Hitt, 2007; Hitt & Quiroz, 2019).

Structuring
cognitive structure
Go

2

Linked tasks

Figura 1. Matematizacion horizontal y vertical y proceso ciclico de un aprendizaje en espiral
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Este método, fundamentado en el descubrimiento guiado (Freudenthal, 1991) y el
aprendizaje en espiral (Mason, 1996), ha demostrado en experimentaciones previas su eficacia en
el desarrollo de habilidades que sirven como base sélida para el fortalecimiento de competencias
(ver Figura 1). En la siguiente seccion, presentaremos en detalle el método ACODESA,
enmarcado dentro de un enfoque sociocultural del aprendizaje.

Nuestra hipotesis de investigacion plantea que, a través de una instruccion basada en el
descubrimiento guiado, dentro de un enfoque sociocultural del aprendizaje, la modelizacion
matematica funciona como un catalizador en el desarrollo de habilidades, tanto desde la
perspectiva de la matematizacion horizontal como de la vertical, fortaleciendo asi las
competencias vinculadas a la sostenibilidad.

I11. Método y desarrollo conceptual

Nuestra propuesta sigue caracteristicas del STEAM integrado promoviendo el desarrollo
de habilidades en el aula proporcionando un soporte a las competencias bajo una perspectiva de
la sostenibilidad. Proponemos un método de ensenanza especifico, ACODESA en cual se
proponen cinco etapas bien definidas (Hitt, 2007; Hitt & Quiroz, 2019) para desarrollar en el
aula: 1. Trabajo individual; 2. Trabajo en equipo; 3. Debate en gran grupo; 4. Autorreflexion
(retorno al trabajo individual); 5. Institucionalizacion. El método ha funcionado en diferentes
medios educativos en diferentes paises (Cortés et al., 2016; Demir & Zengin, 2024; Hitt, 2007;
Hitt & Dufour, 2021; Hitt & Gonzalez-Martin, 2015; Hitt & Quiroz, 2019; Hitt et al., 2017; Hitt
et al., 2023; Zengin, 2018) y recientemente bajo un acercamiento de STEAM integrado, bajo una
perspectiva de la sostenibilidad (Camacho-Machin et al., 2024).

En el presente estudio, la muestra es de 19 estudiantes de un master interesados en ensefar
matematicas a nivel secundaria y bachillerato en Espafia. Los estudiantes han finalizado una
licenciatura en matematicas que incluye un solo curso de didactica de las matematicas. La
experimentacion se realizd en 28 horas durante un curso de didactica de las matematicas en el
master. Se dividio el grupo en 4 equipos de 4 personas y uno de 3.

Antes de cada actividad, el profesor introducia un contenido. Tomemos por ejemplo la 4*
actividad ligada a las artes. Se discutio el rectangulo y espiral aurea, reconstruccion de templos
griegos y uso de GeoGebra. Bajo esta perspectiva, se analizo la obra de Botticelli “El nacimiento
de venus” y el “Triangulo negro” de Kandinsky. También se presentd un proyecto comunitario
sobre la preparacion y ejecucion de un mural en la ciudad de Montreal. Inmediatamente después
se solicita a los alumnos el anélisis de una obra desde un punto de vista matematico y uso de
GeoGebra.

Cada actividad fue elaborada con preguntas eslabonadas para encausar un descubrimiento
guiado (Freudenthal, 1991), promoviendo primeramente un proceso de matematizacion horizontal
(visualizacion e intuicién para inducir una anticipacion, una prediccion, una conjetura, y una
validacion empirica) y posteriormente bajo una matematizacion vertical (sensibilidad a la
contradiccion, prueba, planteamiento de problemas o ir mas lejos en la investigacion). En resumen,
las cinco actividades son:
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1. Tres euros que se tocan dos a dos. Calcular el area entre las tres monedas y proponer una
actividad mas compleja. Se solicita el uso de GeoGebra.

2. Encontrar los valores de x tal que (x% —5x +5)* 920 =1 (NCTM, 1988) y proponer una
actividad mas compleja para generar soluciones enteras de una ecuacion similar.

3. El Oro azul. Problema de la humanidad sobre el agua potable. Una vez respondida una pregunta,
se solicitd la posibilidad de proponer otra pregunta importante dentro del contexto de la
sostenibilidad (adaptacion del enunciado de Boucher et al., 2007, p. 77).

4. Analizar la pintura de Theo van Doesburg intitulada “Composicion aritmética” desde una
perspectiva matematica. Se solicito una reproduccion robusta (elementos integrados en una sola
figura) utilizando GeoGebra.

5. Elaboraciéon de un video y su andlisis utilizando las herramientas tecnolégicas de Tracker y
GeoGebra. La eleccion del fenomeno de la vida real era libre.

IV. Resultados / conclusiones

Como ha sido sefialado al final de la seccion 11 y en la III, nos interesa analizar,
primeramente, los procesos de matematizacion horizontal desarrollada por los estudiantes de la
muestra, sobre los procesos de visualizacion e intuicion que son el motor para la anticipacion,
prediccion, conjetura y validacidon empirica; en seguida, los procesos de matematizacion vertical.
Dado que seguimos el método de ensefianza ACODESA, la cantidad de datos es muy grande,
produccion individual, produccion en equipo, produccion en gran grupo, autorreflexion (regreso
al trabajo individual), e institucionalizacion. En este documento, nos restringiremos a presentar
un analisis descriptivo.

Con respecto a la 1* actividad, todos los equipos visualizaron un tridngulo equilatero
utilizando los centros de las monedas como vértices. Calcularon correctamente el area y realizaron
un archivo GeoGebra. La produccion difirid en la pregunta de generalizacion en donde se
solicitaba un problema més complejo (planteamiento de problemas y/o ir mas lejos en la
investigacion). Los equipos 1 y 2 propusieron 4 euros tangentes dos a dos de manera a obtener un
cuadrado (siendo un ejercicio una vez resuelto el problema con 3 monedas). El equipo 3 propuso
10 monedas en forma piramidal y célculo del volumen entre las 10 monedas (ejercicio mas
elaborado). El equipo 4 propuso 4 monedas diferentes; el enunciado propone un problema mas
complejo. El equipo 5, propuso el ir anadiendo euros tangentes e ir calculando el area para n-euros,
enunciado de un problema complejo (tridngulo equildtero, cuadrado, pentagono, etc.) Todos los
equipos solamente propusieron el nuevo enunciado sin resolverlo ya sea ejercicio y/o problema.

Respecto a la resolucion de la ecuacion (x* — 5x + 5)"2_9"+20 =1, utilizando GeoGebra,
visualmente solo se pueden observar tres soluciones {1, 4, 5} y no las soluciones aisladas {2, 3}.
Nos interesaba conocer el acercamiento visual y su resolucion algebraica ligadas a la sensibilidad
a la contradiccion. Los equipos 1, 2 y 4, encontraron las raices {1, 4, 5}, resolviendo
algebraicamente (x? —5x+5) =1y x? — 9x + 20 = 0, cuando (x> — 5x+5) # 1y su representacion
grafica. El equipo 3, resolvi6 graficamente considerando los polinomios cuadraticos; visualmente
mostraron las intersecciones de los polinomios, cometiendo un error al proponer las soluciones
{4, 4.5, 5}, no se percataron su contradiccién con su proceso algebraico. El equipo 5, obtuvo {1,
2, 3,4, 5}, mencionando que GeoGebra no muestra las soluciones {2, 3}.
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La respuesta a la pregunta sobre la generalizacion de la 2° actividad, el equipo 1 y 2
propusieron considerar f(x)9® = 1y visualizar las soluciones a f(x) —1 =0y g(x) =0 (no
propusieron f(x) = —1y g(x) = nimero par). El equipo 3, menciona que partiendo de p(x)9® =1,
donde p y ¢ son polinomios de cualquier grado, se deben presentar los polinomios siguiendo la
estrategia de factorizar con respecto a las raices; este equipo tiene ideas para ir mas lejos en su
investigacion, sin embargo, recordemos que ellos propusieron las soluciones {4, 4.5, 5}, sin
percatarse de la contradiccion; ademas, no consideraron f(x) = -1y g(x) = ntimero par. El equipo
4 present6 la generalizacion siguiente: “p(x)?™ =1 & p(x) = 1V q(x) = 0; mencionan que para
garantizar las soluciones enteras bastaria que q(x) se anule solo en valores enteros, es decir, que
sea de la forma q(x) = a(x — b)(x — ¢), b,c € Z, y que p(x) pase por unos puntos de la forma
(a,1),(b,1),a,b € Z. Hay errores en su formulacion; ademas no consideran el caso f(x) = -1y
g(x) = namero par. So6lo el equipo 5 propuso los polinomios factorizados y dividir la busqueda en
tres condiciones.

La situacion del “Oro azul” (agua potable) era mas compleja en el sentido de que no es
explicito el modelo algebraico a utilizar. Por ejemplo, una situacion de emergencia para la
humanidad con un modelo lineal se obtiene con una poblacion de 11.4 miles de millones de
habitantes, o de 15.57 (exponencial) o de 27.27 (de variacidn inversa). Nos interesaba medir si
los estudiantes, serian capaces de plantearse la pregunta: ;Cuando la poblacion mundial llegard a
esa cantidad de habitantes? En Internet se pueden encontrar datos sobre el crecimiento
poblacional y utilizar la funcidn logistica para predecir una fecha critica. Para cada modelo, se
obtiene: 2039 como afio critico (lineal); 2055 (exponencial); 2077 (de variacion inversa). El
equipo 1 present6 dos soluciones contradictorias sin justificar el afo critico (2043 y 2263). El
equipo 2, propuso un Unico resultado: 27.27 miles de millones. Una persona del equipo 3,
menciond que en Internet encontrd que la crisis de agua potable seria en el 2376 sin justificacion.
En esta pregunta abierta sobre el agua potable, la dispersion fue muy grande entre los equipos y
no funcionaron como comunidad de practica (Kelley & Knowles, 2016; Wegner, 1998);
solamente uno de los cinco equipos proporciond una respuesta unica como consenso (27.27
miles de millones), pero no fue mas lejos. El resto de los miembros de los otros equipos no
pareci6 afectarles la contradiccion al proporcionar diferentes respuestas. La competencia sobre
prever escenarios futuros (Brundiers et al., 2021; Weik et al., 2011) es muy débil en la muestra.

La reproduccion de la obra “Composicion aritmética”, visualmente sugiere la
proporcionalidad y la homotecia con el uso de GeoGebra. Hubo 15 construcciones correctas, tres
incorrectas y una persona que no entreg6 trabajo. Entre las 15 construcciones correctas, 14
utilizaron proporcionalidad simple y solamente una propuso homotecia. De entre las 15
construcciones correctas, 9 realizaron una figura robusta (que se pudiera mover como una sola
pieza). De entre las respuestas correctas, solo 2 respetaron los colores originales de la obra. La
construccion de las 18 personas participantes en esta actividad (una no entrego la tarea), oscila
entre 15 pasos minimo en la construccion con GeoGebra hasta 118. Solamente 7 producciones se
realizaron en menos de 40 pasos. La mayoria no realizé una optimizacion del nimero de pasos
en la construccion. En esta actividad, la visualizacion e intuicion jugaron un buen papel desde el
punto de vista matematico, pero no estético. La poblacion en general no fue sensible (salvo dos
estudiantes) a los colores utilizados por el artista.

La 5 actividad era la produccion libre de un video ligado a un fendmeno de la vida real, y
analizarlo con Tracker (toma de datos) y con GeoGebra (para su tratamiento). El equipo 1
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propuso un video de caida libre y tomaron datos incluyendo el rebote de un objeto; ello los llevod
a proponer en GeoGebra un polinomio de 3¢ grado y no el modelo de caida libre en fisica. El
equipo 2, tomo un video de Internet sobre la cicloide, analizando con profundidad las
propiedades de la Braquistocrona y Tautdcrona. El equipo 3 realizo un video muy simple sobre
un péndulo, pero realiz6 un analisis profundo sobre el péndulo de Foucault y el movimiento de la
Tierra, analizando con detalle la simulacion de este fendmeno en diferentes museos en Espaiia.
El equipo 4 realiz6 su propio video en un gimnasio sobre el levantamiento de pesas. El equipo 5
busco en Internet un video sobre dos bolas colgando y chocando; analizan una de las bolas
considerando la variable tiempo contra altura. Podemos decir que el equipo que analizé la
Braquistocrona considerd un proyecto a la manera que la seialan Kelley & Knowles (2016) y
trabajaron como una comunidad de practica. El equipo que realizé su propio video levantando
pesas muestra una actividad ligada a un deporte y promocion de salud fisica. Este equipo
desarroll6 un pensamiento normativo en el sentido de Wiek et al., (2011).

Analizando las caracteristicas de una comunidad de practica bajo el STEM integrado
(Kelley & Knowles, 2016; Wegner, 1998) en cada equipo, podemos decir que no fueron muy
solidas. Los procesos de modelizacion matematica (segiin Maall et al., 2016) fueron en general
mas o menos eficientes; sin embargo, bajo una perspectiva de la sostenibilidad, hubo menos
progreso en lo general. Con mas detalle, podemos decir que el lider del grupo 1, tenia demasiada
influencia en sus otros dos miembros. En el equipo 2, dos lideres se perfilaron
complementandose uno al otro e influyendo armoénicamente en las decisiones de grupo. En el
equipo 3, hubo dos lideres, sin mucha comunicacién entre ellos, provocando ruptura mas que
adhesion. En el equipo 4 no habia lider, y habia mas dispersion que adhesion. En el equipo 5 la
intervencion de sus miembros era regular, sobre todo dos de entre ellos, la comunicacion era
fluida en este equipo.

Los resultados de la 3* actividad sobre el agua potable (Oro azul), trajo consigo mucha
diversidad de respuestas (salvo en un equipo), representando un problema desde el punto de vista
de la contradiccion. En este caso, no se trata de una contradiccion logica ligada a las matematicas,
sino que la busqueda de un modelo mas adecuado a la situacion no fue concebida por los cuatro
equipos sefialados. Estos resultados nos muestran la importancia de entender esta nocioén que la
hemos nombrado “contradiccidon cognitiva”, bajo una perspectiva de la sostenibilidad.
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