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Resumen

El tema de coordenadas polares se estudia por primera vez en el curso de Célculo
Integral, tercer semestre de Estudios Generales Ciencias en nuestra universidad. Se
introduce el tema de coordenadas polares para luego resolver problemas de recta
tangente, area de regiones y longitud de curvas polares haciendo uso del céalculo
diferencial e integral. Con la finalidad de que los estudiantes aprendan este tema que
es nuevo para la mayoria, les proponemos actividades de exploracion,
descubrimiento, analisis y sintesis con ayuda del software GeoGebra. El objetivo del
presente taller es analizar con los participantes un conjunto de actividades guiadas,
dirigidas a estudiantes universitarios, las cuales buscan propiciar la exploracion,
descubrimiento y analisis de situaciones en el sistema de coordenadas polares, con
apoyo de GeoGebra. Proponemos también un espacio de reflexion con los
participantes acerca de como trabajamos con nuestros estudiantes el tema de
coordenadas polares desde las caracteristicas propias de cada universidad.

Palabras clave: Célculo integral; Coordenadas polares; Educacion Matematica;
Educacion para jovenes; Educacion superior; Ensefianza presencial; GeoGebra.

Introduccion

La educacion superior en cualquier pais necesita responder a las demandas sociales que
inciden directamente en la educacion de los futuros ciudadanos en general. En el documento
Modelo Educativo PUCP (2023) se resalta que la sociedad de la informacion principalmente
demanda un cambio en el paradigma educativo. Pasar de la transmision de conocimientos a la
formacion de profesionales mediante el fomento del aprendizaje autdbnomo, autodirigido,
significativo y constructivo.
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Dicho modelo educativo (PUCP) responde a factores que influyen en la educacion
universitaria, practicamente a nivel mundial. En Rosaura, Martinez y Valladares, por ejemplo, se
resalta que los futuros profesionales en el mundo actual necesitan desarrollar y fortalecer
competencias para analizar y resolver problemas, tomar decisiones bien pensadas en un mundo
en constante cambio, comunicarse de manera efectiva, aprender permanentemente y hacer uso
eficaz de las TIC en su medio familiar y laboral.

Bennasar-Garcia, M., Guerrero, J., y Zambrano-Leal, N. sugieren que los docentes, en
particular en el contexto universitario latinoamericano, deben estar preparados y actualizados en
métodos, recursos idoneos para los temas de su especialidad, y en instrumentos para la
evaluacion justa, objetiva de los aprendizajes de sus estudiantes.

Respecto al tema de coordenadas polares, Vicent, R., Granado, F., Pariche, Anner sefialan
que, en general, dicho tema suele obviarse en la ensefianza o abordarse tangencialmente. En
algunos contextos universitarios, el tema de coordenadas polares se desarrolla en cursos de
precélculo. En otros, como la PUCP, el tema estd inmerso en el curso de Calculo Integral. Es un
tema nuevo para la mayoria de alumnos y con mucha informacion para procesar e integrar en un
tiempo corto. Estas consideraciones nos motivan a proponer el presente taller, donde sera
importante el intercambio de experiencias entre todos acerca de como facilitar el aprendizaje de
las coordenadas polares en los estudiantes.

Definicion y relevancia del tema a desarrollar en el taller

Los cursos de calculo integral en la formacion cientifica basica de los estudiantes que se
orientan a las ciencias e ingenieria tienen como tema central el concepto de integral definida.
Luego se trabajan diversos métodos para calcular integrales definidas y algunas aplicaciones
geométricas y fisicas. Por ello, los estudiantes necesitan estar familiarizados con el sistema de
coordenadas polares, las semejanzas y diferencias con el sistema cartesiano y el comportamiento
algebraico y grafico de las ecuaciones en coordenadas polares. Esto es necesario para el planteo
correcto de las integrales que permitan calcular areas y longitudes.

Considerando estos factores optamos en la PUCP por una metodologia de ensefianza-
aprendizaje que posibilite que los estudiantes se familiaricen de modo activo y en poco tiempo
con las curvas polares de uso mas frecuente en el calculo integral. Esta metodologia combina
método expositivo participativo, uso de herramientas visuales y lo que es mas importante:
actividades de exploracion y descubrimiento para el estudiante, donde interactiie con el software
GeoGebra. El propdsito general del taller es presentar estas actividades a los participantes,
analizarlas y dialogar acerca de su efectividad y de como mejorarlas o adaptarlas el contexto de
trabajo de cada colega.

Referencial tedrico
Elementos conceptuales acerca de coordenadas polares

La teoria fundamental sobre coordenadas polares se presenta en textos de Precalculo. En
Stewart (2004) por ejemplo leemos acerca del sistema de coordenadas polares, ubicacion de
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puntos en el plano, ecuaciones que relacionan las coordenadas cartesianas y las coordenadas
polares de un mismo punto. La diferencia fundamental entre coordenadas cartesianas y
coordenadas polares radica en que un punto que se representa en coordenadas polares como

(7, 8) puede representarse algebraicamente de infinitas maneras, dadas por ((—=1)"r, 6 + nm),
para cualquier numero entero n. Este hecho trae como consecuencia que una ecuacion en
coordenadas polares, digamos de la forma E (r, 8) = 0 pueda escribirse en la forma

E((—1)™r, 0 + nm) = 0, para n entero. De este modo, ecuaciones algebraicamente distintas en
coordenadas polares pueden resultar equivalentes.

Uso de recursos informaticos en la educacion matematica

La produccion e incorporacion de las llamadas tecnologias de informacion y comunicacion
tiene ya un historial importante, y hoy en dia todos nosotros somos en mayor o menor grado
parte de ese historial. Sanchez Ilabaca (1993) nos presenta una clasificacion interesante de los
recursos informaticos existentes en ese entonces. Muchos de ellos siguen vigentes, pero han
evolucionado en versiones, potencialidades y presentacion para ser mas accesibles y mas
atractivos para los usuarios.

En este devenir historico, las TIC no podian quedar al margen de los procesos de
ensefanza y aprendizaje en los distintos niveles educativos, y en particular, en la educacién
matematica. Quienes estamos vinculados con la ensefianza somos protagonistas de esta historia.
Como todo en la vida, el uso de los recursos informaticos tuvo y tendra siempre ventajas,
desventajas, peligros, dudas. Garcia, et al. (1995) a este respecto sugiere a los maestros que
conviertan a las calculadoras graficas, hojas de calculo, recursos multimedia, software educativo,
recursos de internet en herramientas para potenciar las competencias en sus estudiantes mediante
la visualizacion, la propuesta de actividades no rutinarias que fomenten el sentido critico y
especialmente la construccion de conocimientos por descubrimiento.

Es importante mencionar que las TIC bien usadas deben estar al alcance de todos, atender a
la diversidad. Lucy Barquero (1996) nos da ejemplo de ello al tratar acerca de la computacién
como medio de apoyo en el aprendizaje de la poblacion con discapacidad, en Costa Rica.

GeoGebra y su uso en la educacion matematica

GeoGebra es un software libre, de geometria dindmica, que por esta caracteristica facilita
la ensefianza y el aprendizaje de la geometria, el dlgebra, y también estadistica, probabilidades y
calculo.

Carrillo (2011) resalta que las versiones mas recientes del software se adaptan
practicamente a cualquier tema de matematicas en secundaria, bachillerato y superior, pero
también sefiala que ya existe una version pensada en el apoyo para primaria.

Castellanos (2010) resalta que la caracteristica dinamica de GeoGebra posibilita que los
estudiantes interactiien con los objetos geométricos para manipularlos, construir relaciones,
formular conjeturas respecto a sus construcciones, repetir los procesos cuantas veces lo
necesiten, cambiar la apariencia de los objetos geométricos.
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Como profundizacion de esta idea, el National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM, 2015) afirma que el software en general es una ayuda tecnoldgica para que el estudiante
aprenda, les dé sentido a las ideas matematicas, razone y comunique a otros su pensamiento
matematico.

Con estas ideas trabajamos el tema de coordenadas polares en el curso de Calculo Integral
para alumnos del tercer ciclo de estudios conducentes a carreras de ciencias e ingenieria del
siguiente modo: Se dispone de 8 horas cronologicas distribuidas en cuatro clases de dos horas
para el tema. En las primeras dos horas el docente presenta el sistema de coordenadas polares,
sus caracteristicas, relaciones con el sistema cartesiano, aspectos generales de las ecuaciones en
coordenadas polares. La exposicion se apoya con el uso de GeoGebra y de paso los estudiantes
aprenden a configurarlo para coordenadas polares.

Durante el fin de semana antes de la siguiente clase los estudiantes deben trabajar con las
actividades que analizaremos en el presente taller. La finalidad de estas actividades es que el
estudiante mediante la exploracion generalice y obtenga conclusiones acerca de las curvas mas
usadas en coordenadas polares como las rosas, caracoles y lemniscatas. Si bien los estudiantes
pueden interactuar entre si, cada uno de ellos, de manera individual, debera subir en el
repositorio del curso sus conclusiones de las primeras cinco actividades, para que el docente las
analice.

En la siguiente sesion de dos horas los estudiantes se organizan en grupos de cuatro
integrantes cada uno, dialogan acerca de las conclusiones obtenidas por cada uno y elaboran una
sintesis de conclusiones grupales. Dos o tres grupos voluntariamente pueden exponer esas
conclusiones a todo el salon. El profesor valida o afina segin sea en caso dichas conclusiones.
Ya teniendo claro el comportamiento de las curvas polares tipo rosa los estudiantes divididos en
los mismos grupos responden la siguiente actividad donde las indicaciones son mas generales y
se requiere que acuerden una estrategia y luego organicen la informacion obtenida por cada uno
para obtener conclusiones como grupo.

Con todo ello, en la siguiente clase podemos abordar problemas de area de regiones o
longitudes de curvas conocidas. En caso de curvas que no son conocidas, por lo general
brindamos una grafica sin ejes para que los estudiantes ubiquen el polo y los ejes, siempre con el
apoyo de GeoGebra si lo necesitan, y de sus capacidades en trigonometria especialmente.

Estrategia para desarrollar el taller

En concordancia con todo lo presentado hasta el momento, proponemos a los participantes
la ejecucion y el andlisis de las actividades utilizadas con los alumnos. Se espera el didlogo
acerca de su pertinencia, experiencias similares que desarrollen los participantes, sugerencias
para su mejoramiento. Se espera que, al socializar estas actividades con colegas de otros
contextos (docentes universitarios, de bachillerato o en general quien tenga interés en este taller)
todos podamos obtener insumos especificos y pertinentes que permitan mejorar las herramientas
didacticas para que estas sean cada vez mas efectivas para el aprendizaje de los estudiantes.
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Proponemos distribuir el tiempo disponible para el taller del siguiente modo: Presentacion
del tema del taller, la dindmica de su desarrollo y resoluciéon conjunta de la Actividad 1 (20
minutos). Desarrollo y analisis individual de las actividades propuestas (30 minutos). Didlogo en
parejas (20 minutos). Conversatorio (40 minutos). Si alguien necesita alguna ayuda acerca del
manejo del GeoGebra, entre todos podemos ayudarnos.

Actividad 1: ;Para qué coordenadas polares? ;No es suficiente lo que inventé Descartes?

Varios autores, como por ejemplo Vincent, et al. (2016) justifican la presencia del tema de
coordenadas polares en el curriculo universitario porque este sistema hace mas sencillo el estudio
de curvas que en coordenadas cartesianas no se pueden analizar. Y ademas (por ejemplo, en
nuestro curso posterior de Calculo en varias variables) agregamos otros sistemas como
coordenadas paramétricas, cilindricas y esféricas. La primera actividad es un problema de lugar
geométrico, cuya respuesta es una de estas curvas.

Actividad 1: ;No son suficientes las coordenadas cartesianas?

Resolvamos el siguiente problema: Un segmento AB de longitud 8cm tiene su extremo A en el
gje X y suextremo B en el ejey. Si dichos extremos se deslizan sobre sus ejes, halle la ecuacion
del lugar geométrico que describe el pie de la perpendiculartrazada desde (0,0) al segmento.

Figura 1. Actividad 1.

Con los participantes del taller resolveremos el problema y visualizaremos en GeoGebra el
lugar geométrico. Su ecuacion es (x? + y2)3 = 64x%y? en cartesianas y r = 4sen(20) en
polares.

Actividad 2: Graficamos una curva polar
En concordancia con las ideas que subyacen a esta propuesta, estimulamos al estudiante a

que explore, manipule, investigue, anote sus conclusiones y las comparta. Solo tiene que seguir
las indicaciones que se le dan como guia en este camino.

Por jemplo, grafiquemosla curvar = 4sen(38). Paso2

Paso It Lucgo de haber escrito cn la barra de entrada r=4sen(38), como se haindicado, apretamos Enter.
= : Elresultado serd la siguiente pantalla

Escribimos en la barra de entrada Para escribir 8 debemos pulsar el En la Vista Algebraica queda guardada nuestra ecuacién, Motemos que el programa lo trata en
e sitio indicado con la flecha y Forma paramétrica 7 por defesto, graficala couacién para & € [02w]. Para cplorar, desoubriry
r=4sen(3e) seleccionar el cardcter griego 6. aprender més sobre esta ecuatién tips rosa, podemos modificar la eeuacién ¥ el intervalo de

valores

Figura 2. Actividad 2.
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Actividad 3: Conocemos mas de cerca las variables r y 6

El objetivo aqui es que los participantes, poniéndose en el rol de estudiantes, observen la
relacion entre los valores de 6 y la grafica que obtiene. En el taller reflexionaremos si conviene a
los alumnos usar otras herramientas como calculadoras y hojas de calculo.

Paso1: "
Paso 2: Formacidn de la curva polar.

Para empezar a investigar sobre esta grafica hacemos doble clic sobre 1a entrada en la Vista

1 ica. Ob la siguienteventana de didlogo: Por ¢jemplo, modificamos

Arehivo Aot sesion 2m  por % (borrando y

A~ > oo 4 escribiendo pi/2)

» Vi X

)

Prog ades. OK  Cancela  Aplicar [
Observemos qué parte de N
la grafica se forma cuando
0 €0

Tabula con calculadora y presta atencidn cudndo r es positivo, cudndo r es cero y cudndo r es
negativo.

Efectua otras modificaciones en el intervalo de valores de 6 y observa qué parte de la curva polar
se obtiene. Verifica mediante la tabulacidn de valores los resultados obtenidos.

B | [ valorinicaldes | [ valor final de 0

. B ol pert) 8 & Accesbidad: todo comedts ] ®
Podemos modificar en una, en dos o en todas las zonasimportantes aqui sefialadas, y luego de ool Rerd) — - = S
pulsar OK observaremos ¢l resultado obtenido. N i D =~ 22 L d S @ 23°C Parc.soleado A B 7 ) 3

Figura 3. Actividad 3.
Actividad 4: Variaciones en torno al parametro a en r = a sen(30).

Esta actividad tiene como proposito que los participantes (en el rol de estudiantes)
descubran por experimentacion como influye en la forma de la grafica el valor de a.

»  Drafica lac oareeas: += fsm(SB) L F = BEen(36 L+ = —dren(I0) 4. ;Hacia domde “ipomies™la oarva + = @ sea(30) muando @ = 07

*  [rafica huego las omwas: rzfcms(EEj Lt = Bees(3F) , + = —dcoe( 36

* Fesponde a las siguisntes pregimdss acerca de Jas ecuaciones 5. (Hacia domde “pamta™la arva + = & sen(38) oundo @ < OF

t=eEr(3M1 ¥ty = € cos (3

1. i oudl de los ejes es simdtrica la carvs + = @ sen(30)7
6. ;Hacia domde “dpomies™la oarva + = @ cos(3F) muando @ > 07

2. iAol de los ejes es shmdtrica la curvs + = @ cos (3007

7. (Hacia domde “Spomits™la oarva + = @ ces(3F) muamde @ < 07

3. ¢Como dhrye |e| en la grifica?

Figura 4. Actividad 4, preguntas de exploracion.
Actividad 5: Variaciones en torno al parametro n en r = 4 sen(n@).

En esta actividad el estudiante tiene la oportunidad de utilizar los deslizadores. Esta
herramienta permite diferenciar el comportamiento de la grafica cuando n es entero y cuando n
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no es entero. Solo el primer caso tiene que ver con curvas polares de uso constante. Se guia al
estudiante para configurar el deslizador (por si no lo recuerda).

Borra en la Vista Algebraica la ecuacidn anterior para tener un plano polar vacio. Escribe enla
Barra de entrada v = 4 cos(nf). Al presionar Enter aparecerd la siguiente pantalla:

Abrie sesién

D .A. Adlele NS

» Vista Algebraica X |» Vista Grafica

En el cuadro de didlogo, llenamos los
recuadros como se indica, Es decir,
vamos a hacer variar el parimetro n
desde 1 hasta 8, tomando valores enteros.

Una vez llenados los recuadros,
presionamos la X superior derecha.

Programa de guion (scripting)
Basico Deslizador Color Posicion Algebra Avanzado
Intervalo f

Min: 1 Max: 8 Incremento: 1

Deslizador
©Fijacion OAleatorio Horizontal ~

A

*2% Crea algin desizador para: n

Velocidad: |1 Repite: < Oscilante

Crea desizadores Cancela — .

Estilo de punto

Al pulsar crear dedizadores aparecerd la pantalla Tamatio: 5

brir sesién Prof. José Luis Henostroza G.

%| > Vista Grifica

Para configurar el comportarrento de nuestro deslizador, hacemos doble dic en & punto negro

Figura 5. Actividad 5, generar un deslizador y configurar sus opciones.

Se le indica al estudiante en la ficha impresa de la actividad que mueva el deslizador y
observe cuantos pétalos tiene la grafica cuando » es par, cuando n es impar. Que haga el mismo
analisis con r = a sen(n#) usando el mismo deslizador, y que concluya cuales son las
semejanzas y diferencias.

Actividad 6: Conociendo la familia de caracoles en coordenadas polares

Ya teniendo claro el comportamiento de las curvas polares tipo rosa los estudiantes
distribuidos en los mismos grupos desarrollaran la siguiente actividad donde las indicaciones son
mas generales y se requiere que acuerden una estrategia y luego organicen la informacion
obtenida por cada uno para obtener conclusiones como grupo. En el taller los participantes
propondran actividades similares de acuerdo a como trabajan con sus estudiantes el tema de
coordenadas polares.

Te invitamos a utilizar el Geogebra para explorar las graficas polares de la forma
+=a+ bsen(8), r = a+ bcos(8), cona >0, beER
Cuestidn previa

Come primera tarea obtén las ecuaciones polares equivalentes de
r=a+ bsen(8) v v =a+ beos(8)

(Porqué es suficiente considerar solamente & > 07

Figura 6. Actividad 6, obtener las ecuaciones equivalentes del caracol.
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Actividad
Observa las caracteristicas mas saltantes de la grafica obtenida, luego de dar diversos valores a
las constantes @ ¥ b. Basta con considerar & > 0. Las siguientes preguntas te ayudaran a

organizar las conclusiones (que luego compartirds con tu grupo)

1. ¢Cual esla principal diferencia entre una grafica “tipo seno” y una grafica “tipo coseno™?

2. ;Qué cambio importante observasen ambas graficas cuando b es positivoy cuando b es
negativo?

3. Considera 2 > ) y b > 0|y observalas caracteristicas dela grafica segiin los diversos
valores delarazén %

Figura 7. Actividad 6, preguntas de exploracion.
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