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Resumo

Esse artigo apresenta a construcao das categorias que compdem um livro de codigos
para a analise de tarefas de proposicao de problemas, voltadas ao ensino e
aprendizagem de transformacdes lineares. Para isso, realizamos uma revisao de
literatura com foco em investigar como tais categorias sdo definidas, promovemos
dois workshops com professores de Matematica (em formagao inicial e continuada) e
analisamos qualitativamente as respostas e os feedbacks dos participantes a luz da
literatura. Como resultado, definimos categorias relacionadas ao tipo de problema, a
relacdo com a situacdo-problema e a solubilidade, bem como a complexidade
matematica envolvida, tanto no texto quanto na solucao. Os resultados contribuem
para o aprimoramento de instrumentos de analise em Educacdo Matematica e para o
desenvolvimento de praticas formativas baseadas na proposi¢ao de problemas no
contexto da Algebra Linear.

Palavras-chave: Algebra Linear; Anélise qualitativa; Educagio Matematica; Ensino
superior; Formagao de professores de Matematica; Proposi¢ao de problemas
matematicos.

Problema de pesquisa

Nos tltimos anos, diferentes abordagens tedrico-metodoldgicas tém sido propostas para o
ensino e aprendizagem de Algebra Linear, incluindo o uso de representagdes semidticas,
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demonstragoes, problemas abertos, modelagem, tecnologias digitais em ambientes de geometria
dindmica, Educacdo Matematica Realistica e a Teoria APOS (Stewart et al., 2019; Trigueros &
Wawro, 2020). Segundo Trigueros e Wawro (2020, p. 477), “comecar com problemas reais ou
realistas ajuda os alunos a desenvolver abordagens que constroem uma ponte entre situagdes
concretas e 0s conceitos abstratos necessarios para modela-las”.

No campo da Proposi¢cdo de Problemas Matematicos (PPM), embora haja um numero
crescente de estudos voltados a formagao de professores (Imaoka et al.,2015; Silber e Cai, 2021;
Joaquin, 2024; Kovdcs, 2024), ainda sdo escassas as investigagdes que articulam PPM ao ensino
de conteudos de Matematica avancada. Nesse contexto, este estudo busca responder a seguinte
questao de pesquisa: Como construir € aprimorar um instrumento para categorizacao e analise
qualitativa e quantitativa das respostas a uma tarefa de PPM voltada ao ensino e aprendizagem
de transformacdes lineares?

Proposicao de problemas matematicos

Entre as diversas contribui¢des da pesquisa internacional, destacam-se os trabalhos de
Stoyanova e Ellerton (1996) e de Cai et al. (2015), que definem a proposi¢ao de problemas como
um processo de construcao de problemas relevantes a partir de interpretacdes pessoais de
situagdes concretas, baseadas na experiéncia matematica do participante. Os problemas
propostos ou reformulados devem ser solucionaveis com base nas informagoes fornecidas na
situacdo. Neste estudo, adotamos a defini¢do apresentada por Cai e Hwang (2020), segundo a
qual a proposicao de problemas em Educagcdo Matematica refere-se a um conjunto de atividades
relacionadas que envolvem estudantes e professores na formulagdo ou reformulagdo de
problemas, e na expressao de um problema ou tarefa, com base em um contexto especifico.

O desenvolvimento de uma atividade de PPM parte de uma tarefa de PPM, que ¢ composta
por duas partes: a situagdo-problema e o prompt (Cai et al., 2022). A situacao-problema
apresenta o contexto ¢ dados iniciais, podendo emergir de cendrios do mundo real ou cenarios
puramente matematicos ou abstratos (Cai e Hwang, 2023). Quanto a estrutura, Stoyanova e
Ellerton (1996) classificam as situacdes problema como livres, semiestruturadas e estruturadas.
Mais recentemente, Baumanns e Rott (2021) propuseram a fusdo das duas primeiras categorias
em uma Unica, denominada situagdes-problema nao estruturadas, caracterizadas pela auséncia de
uma tarefa inicial definida ou de um exemplo de problema.

O prompt, por sua vez, explicita aos participantes o que se espera que realizem na tarefa de
PPM. Exemplos recorrentes de prompts podem ser encontrados em Cai e Hwang (2023) e Cai et
al. (2024). Segundo a categorizagdo proposta por Baumanns e Rott (2024), os prompts podem
ser abertos ou fechados. Prompts abertos nao impdem restrigdes quanto a dificuldade, ao
publico-alvo ou ao conteudo. Assim, uma mesma situagdo-problema pode gerar quatro
configuragdes distintas de tarefa de PPM, a depender da combinagao entre o tipo de estrutura da
situagdo-problema e o tipo de prompt, sendo essa escolha orientada pelos objetivos especificos
da atividade.

Nesse estudo, trabalhamos com uma tarefa de PPM baseada em uma situacao-problema
ndo estruturada, de contexto puramente matematico. A tarefa envolve a defini¢do de
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transformacao linear entre espacos vetoriais arbitrarios, os conceitos de nucleo e imagem, a
informacdo de que ambos sdo subespagos vetoriais, e trés vetores do espago vetorial R3. O

prompt inicialmente utilizado era aberto, sendo posteriormente reformulado para um prompt
fechado.

Desenvolvimento metodoldgico

A categorizagao e analise de dados obtidos a partir de uma tarefa de PPM requerem o uso
de um instrumento especifico, comumente denominado livro de coédigos de proposicao de
problemas. Esse instrumento deve incluir defini¢des gerais e especificas, bem como instrucdes
detalhadas para a codificacdo das respostas em planilhas eletronicas, organizadas segundo uma
estrutura de fluxograma que oriente de forma sistematica o processo de analise. Na literatura
internacional, identificam-se diversos métodos para avaliacdo das tarefas de PPM. Com base
nisso, realizamos uma revisao de literatura com foco em investigar se, ¢ de que maneira, 0s
estudos categorizam aspectos como tipos de respostas, relagdo com a situagao-problema,
solubilidade, complexidade matematica e criatividade.

Observa-se que, em muitas pesquisas voltadas a formagao de professores de Matematica,
os contetdos presentes nas tarefas de PPM e em suas respectivas respostas estao
majoritariamente relacionados a educagao basica (Leung e Silver, 1997; Crespo e Sinclair, 2008;
Silber e Cai, 2021; Joaquin, 2024). Embora estudos como os de Imaoka et al. (2015) e Kovacs
(2024) apresentem emergéncias de contetdos mais avangados — como fung¢des de varias
variaveis (Calculo de Vérias Variaveis) e congruéncia médulo m (Teoria dos Numeros) —,
mesmo nesses casos, as tarefas de PPM nao foram direcionadas explicitamente a disciplinas de
Matematica avangada.

A pesquisa envolvendo atividades de PPM em contextos de Matematica avangada ¢ ainda
incipiente. Como consequéncia, ha caréncia de exemplos caracteristicos (EC) que subsidiem a
formulacdo das defini¢des e instrugdes necessarias a constru¢ao de um livro de codigos de
voltado a esse nivel de ensino. Diante disso, realizamos dois workshops com o objetivo de
subsidiar o desenvolvimento de tal instrumento, aplicando uma tarefa com foco no ensino e
aprendizagem de transformacdes lineares. O primeiro workshop foi realizado em outubro de
2024, de forma remota (via Google Meet), durante um encontro de um grupo de pesquisa do qual
o primeiro autor ¢ membro e o segundo autor € coordenador. A atividade teve duracao de duas
horas e contou com a participacdo de seis integrantes do grupo. Foi utilizada uma tarefa de PPM
com situacao-problema nao estruturada, de contexto puramente matematico, e prompt aberto,
conforme descrito a seguir:

A transformacdo linear ¢ um tipo particular de funcdo, cujo dominio e contradominio sdo
espacos vetoriais, € que preservam as operacgoes de adi¢do de vetores e a multiplicacao de
um vetor por um escalar. Silva (2021) define a transformagao linear como:

“Sejam U e V dois K-espacos vetoriais. Uma fungdo T: U — V ¢ uma transformacao linear
se:

1.T(uy + uy) =T(uy) + T(uy), Vuy,u, €U

2.T(Au) = AT(u),VAE€KeVueU’(p.107)

A toda transformacao linear T: U — V estdo associados dois subespacos, o ntcleo e a

Comunicag¢ao, Superior 1V CEMACYC, Santo Domingo,
Republica Dominicana, 2025.



Construindo um livro de codigos de proposi¢do de problemas para andlise de tarefas 4

imagem, definidos por Silva (2021) como:

“Sejam U e V dois K-espacos vetoriais e T: U — V ¢ uma transformacao linear.

1. O conjunto {u € U; T(u) = 0} é chamado nucleo de T e denotamos por Nuc(T).

2. O conjunto {v € V;3u € U com T(u) = v} é chamado imagem de T ¢ denotamos por
Im(T).” (p. 118)

Considere o R-espaco vetorial R3 e os vetores (—1,4,2), (1,2, —1) e (3,-5,0) do R3.
Proponha trés problemas distintos que possam ser resolvidos a partir destas informagdes.
Algumas orientagdes: Para os problemas propostos, podem utilizar tanto as informagdes
apresentadas na situagdao-problema quanto informacgodes elaboradas pelo proponente a partir
se suas experiéncias de vida e conhecimentos prévios.

O segundo workshop foi realizado em novembro de 2024, durante um evento de formagao
de professores de Matematica na regiao Nordeste do Brasil. A atividade ocorreu de forma
presencial, em um Laboratério de Matematica equipado com computadores e acesso a internet,
permitindo o uso do software gratuito Calculadora de Matrizes. O workshop teve duragao de
duas horas e contou com a participagdo de oito estudantes de um curso de Licenciatura em
Matematica. Foi utilizada a mesma tarefa de PPM aplicada no Workshop 1, com duas
modificac¢des principais: o prompt foi reformulado de aberto para fechado, e alguns trechos
foram ajustados para melhor adequacao ao formato da tarefa. A seguir, apresentamos os
fragmentos modificados da tarefa de PPM:

[...] Considere os vetores (—1,4,2), (1,2,—1) e (3,—5,0) do R3.

Proponha trés problemas distintos utilizando os vetores dados (ndo necessariamente 0s
trés) e que possam ser resolvidos a partir destas informacdes.

Algumas orientagdes: Para os problemas propostos, além das informagdes apresentadas na
situagdo-problema, ¢ possivel utilizar informagdes elaboradas pelo proponente a partir se
suas experiéncias e conhecimentos.

Resultados e discussoes

Na revisdo de literatura, identificamos diferentes propostas de categorizagdo das respostas
em tarefas de PPM. Silver e Cai (1996) propdem categorias que consideram o tipo de resposta, a
solubilidade, a complexidade linguistica e a complexidade matematica. Leung e Silver (1997)
analisam as respostas com base na qualidade, plausibilidade, suficiéncia de informagdes e
complexidade matematica. Bonotto e Santo (2015), com base em Silver e Cai (1996), Leung e
Silver (1997) e Yuan e Sriraman (2010), propdem uma categorizagao que inclui tipo de
problema, relevancia, plausibilidade, complexidade textual e complexidade da solucdo. Além
disso, as autoras avaliam a criatividade dos problemas plausiveis com informagdes suficientes,
considerando os critérios de fluéncia, flexibilidade e originalidade. De modo semelhante,
Baumanns e Rott (2024) também adotam essas trés dimensdes da criatividade em suas analises.

A seguir, apresentamos os resultados obtidos nos dois workshops, com foco nas respostas
elaboradas pelos participantes e nos feedbacks fornecidos apos a realizagdo da tarefa de PPM.
Para fins de identificagcdo, adotamos a seguinte notacao: Workshop 1 — Participante 1 —
Problema 1 sera representado por W1P1P1. Abaixo, descrevemos as respostas e analises
correspondentes:
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WI1P1P1: Verifique se os vetores acima ¢ uma transformagao linear.

W1P1P2: Classifique esses vetores em LD ou LI

WI1P1P3: Verifique se os vetores formam um tridngulo retangulo.

W1P2P1: Determine se o vetor w = (2,1, —3) pertence a imagem da transformacao T.
W1P3P1: Qual a transformacio linear T: R> — R3 tal que T(1,0) = (—1,4,2) e T(0,1) =
(3,-5,0)?

W1P4P1: O que ¢ um Subespago?

W1P4P2: O que ¢ um Espago Vetorial?

W1P4P3: Como resolver algo dessa natureza?

W1P4P4: Onde podemos perceber a transformagao linear em nossos cotidianos?
W1P4PS: Como vocé pretende trabalhar essa situacdo com um professor que tem um perfil
parecido com o meu?

W1P4P6: Como vou propor um problema se tenho dificuldade de compreender o
fendmeno explorado?

W2P1P1: Sejam os vetores (—1,4,2) os geradores do nicleo de uma transformagao linear.
Diga uma transformagao que tem esses geradores.

W2P1P2: Seja a transformacgio linear T: R® — R3, T(x,y,z) = (x + y + 3z,4x + 2y —
5z,2x — y). Encontre os vetores geradores da imagem da transformagao linear e verifique
se ela ¢ de fato uma transformacao linear.

W2P1P3: Escreva uma transformacao linear cujo os vetores geradores da imagem sejam
(3,—8,0).

Com base nas categorias identificadas na revisao de literatura, os problemas W1P4P3,
W1P4P5 e W1P4P6 foram classificados como EC de problemas ndo matematicos. Todos os
demais foram considerados EC de problemas matematicos. Dentre estes, os problemas W1P4P1
e W1P4P2 foram inicialmente categorizados, segundo Bonotto e Santo (2015), como EC de
problemas matematicos irrelevantes. Contudo, optamos por adotar a nomenclatura problemas
matemadticos ndo relacionados, pois entendemos que essa terminologia representa com maior
precisao a ideia de que tais problemas nao fazem uso das informacdes fornecidas na situagao-
problema, rompendo, portanto, a relagdo com o contexto proposto. Além disso, o termo
“irrelevante” pode ser interpretado de maneira negativa pelos participantes, sugerindo uma falta
de valor matematico, o que nem sempre corresponde a realidade. Por exemplo, o problema
W1P1P2 ¢ altamente relevante para a Algebra Linear, embora nio estabelega conexdo com o
tema central da tarefa (transformacao linear). De modo semelhante, W1P4P4 utiliza o conceito
de transformagao linear, mas desconsidera os vetores fornecidos na situagao-problema. Assim, os
problemas W1P1P2, W1P1P3, W1P4P1, W1P4P2 ¢ W1P4P4 sio classificados como EC de
problemas matematicos ndo relacionados.

Por outro lado, os problemas W1P1P1, W1P2P1, W1P3P1, W2P1P1, W2P1P2 ¢
W2P1P3 foram identificados como EC de problemas matemdticos relacionados. Entre eles, os
problemas W1P1P1, W1P2P1, W2P1P1 e W2P1P3 foram classificados como EC de problemas
ndo solucionaveis, segundo a tipologia de Silver e Cai (1996). Desses, W1P2P1, W2P1P1 ¢
W2P1P3 sdo EC de problemas ndo solucionaveis por informacdo insuficiente (Silver e Cai,
1996), também descritos por outros autores como problemas matemdaticos plausiveis com
informagoes insuficientes (Leung e Silver, 1997; Bonotto e Santo, 2015). Em nossa analise,
adotamos a terminologia proposta por Silver e Cai (1996). Ja o problema W1P1P1 representa
um EC de problema ndo solucionavel por objetivo incompativel (Silver e Cai, 1996).
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Assim, os problemas W1P3P1 e W2P1P2 sao EC de problemas matematicos relacionados
e soluciondveis. Ao analisar suas estruturas, observamos que o enunciado de W1P3P1 apresenta
apenas uma pergunta/demanda, enquanto o de W2P1P2 contém duas. Quanto as solugdes,
W1P3P1 exige o calculo de uma transformacao linear completamente definida, ao passo que
W2P1P2 demanda, além da defini¢ao de uma transformacao linear, a determinagdo de um
conjunto gerador da imagem da transformag¢ao. Ainda, caso os problemas W2P1P1 ¢ W2P1P3
fossem reformulados com a inclusdo da informagdo “T: R3® — R3”, tornando-os solucionaveis,
suas solugdes envolveriam o calculo explicito de uma transformacao linear utilizando os vetores
fornecidos, a partir de um conjunto gerador do dominio ou da imagem.

Conclusoes

Com base nas analises realizadas, foram definidas as categorias que compdem o livro de
codigos de proposi¢ao de problemas, concebido como instrumento para a categorizagdo e analise
quantitativa e qualitativa das respostas de uma tarefa de PPM, voltada ao ensino e aprendizagem
de transformagdes lineares. A Tabela 1 apresenta as descrigdes das categorias referentes ao tipo
de problema, a relagdo com a situagdo-problema e a solubilidade. No que diz respeito a
complexidade matematica, propusemos uma adaptagao do modelo de analise de Bonotto e Santo
(2015), organizando a complexidade em duas dimensdes: trés subcategorias para a complexidade
do texto do problema e quatro subcategorias para a complexidade da solugdo. As Tabelas 2 e 3
detalham, respectivamente, essas subcategorias, acompanhadas de descrigdes e exemplos
representativos para cada grau de complexidade da solugao.

Tabela 1
Descrigdo das categorias de respostas do livro de codigo de proposi¢do de problemas.

Tipos de Tipos de Descrigao

respostas problemas

Sem Nenhuma escrita ou respostas ndo compreensiveis.
resposta

Sentengas ou expressoes matematicas que nao demandam a¢do com uma
Declaragao exigéncia por parte do resolvedor (verificar, analisar, calcular, determinar,
provar etc.).
Pergunta que ndo implica nenhuma relagdo, calculo ou contetido matematico,

Nao . ~ . . . .
- ou seja, que ndo € necessariamente resolvida pela Matematica (Leung e Silver,
matematico
1997).
. Contém uma exigéncia matematica de tal modo que demanda do resolvedor
Matematico ~ .
uma agdo ou determinada resposta.
Nio Nao usa nenhuma das informagdes dadas na situacao-problema (no caso, os
. vetores) ou usa fora do contexto (transformagao linear: definigao,
relacionado

propriedades, nticleo e imagem).

Usa pelo menos uma das informacdes dadas na situacdo-problema (no caso,
Relacionado  pelo menos um dos vetores) dentro do contexto (transformagao linear:

defini¢do, propriedades, niicleo e imagem).
Nao Quando falta informacdo suficiente para gerar uma solu¢éo ou propde um
solucionavel objetivo incompativel com a situagdo-problema (Silver e Cai, 1996).

Quando, em conjunto com as informagodes dadas na situagdo-problema,
Solucionavel contém uma demanda matematica que inclui informagéo suficiente para gerar

uma solugdo (Silver e Cai, 1996).

Problema

Fonte: Autoria propria, 2025.
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Tabela 2

Descrigdo dos graus de complexidade matematica do texto do problema.

Grau

Descrigao

Complexidade matematica CT1
Complexidade matematica CT2
Complexidade matematica CT>2

Problemas com uma pergunta.
Problemas com duas perguntas.
Problemas com mais de duas perguntas.

Fonte: Autoria propria, 2025.

Tabela 3

Descrigdo dos graus de complexidade matematica da solugdo do problema.

Grau-descrigéo

Exemplos

Complexidade matematica
CR1 — Envolve apenas calculo
direto e conhecimento de
definigoes.

Complexidade matematica
CR2 - Envolve propriedades
de transformagdo linear e
conhecimentos que sio pré-
requisitos.

Complexidade matematica
CR3 — Envolve propriedades
de transformacgao linear,
conhecimentos que sio pré-
requisitos e defini¢cdes de
nucleo e imagem.

Complexidade matematica
CR>3 — Envolve propriedades
de transformagdo linear,
conhecimentos que sdo pré-
requisitos, defini¢des e
resultados sobre nucleo e
imagem.

O proponente cria uma transformagao linear e pede, por exemplo, para:
calcular la imagem de um ou mais dos vetores dados; ou, verificar se os
vetores dados pertencem ao nucleo ou a imagem da transformagao.

O proponente pede para determinar uma transformagao linear
(transformacdo linear completamente definida) utilizando os vetores
dados.

O proponente pede para determinar uma transformagao linear
(transformacgdo linear completamente definida) utilizando os vetores dados
+ determinar o nucleo ou imagem da transformagao.

O proponente pede para determinar uma transformagao linear
(transformagao linear completamente definida) utilizando os vetores dados
+ analisar a transformacg@o quanto a injetividade e sobrejetividade (envolve
o Teorema do Nicleo e da Imagem e suas consequéncias).

O proponente pede para determinar uma transformagao linear
(transformacgdo linear completamente definida) utilizando os vetores
dados, tomando um conjunto gerador para o dominio ou um conjunto
gerador da imagem (Teorema do Nucleo e da Imagem - problemas com
solu¢do tinica ou infinitas solugdes).

Fonte: Autoria propria, 2025.
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