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Resumen

Esta comunicacion tiene como fin reportar pruebas con valor explicativo construidas
por futuros profesores de Mateméticas al considerar problemas del Algebra Moderna.
Para tal fin, se consideran dos aproximaciones tedricas, por un lado, el marco
Dualidad, Necesidad y Razonamiento repetido (DNR) centrado en el reconocimiento
de productos y procesos al resolver problemas, por otro lado, las discusiones
alrededor de la explicacion en la Filosofia de la Practica Matematica (FPM). La
metodologia fue cualitativa con una estrategia de estudio de caso y los instrumentos
correspondieron a registros de audio, video y producciones escritas de las
resoluciones de futuros profesores. Los resultados indicaron que los futuros
profesores reconocieron caracteristicas esenciales de los objetos matematicos al
construir pruebas, ya sea en la construccion de hipotesis o en el reconocimiento del
teorema. Como conclusion se destaca el reconocimiento de pruebas para estudiar la
explicacion, asi como las representaciones en la construccion de explicaciones.

Palabras clave: Algebra Abstracta; Algebra Moderna; Explicacion matematica; Filosofia
de la Practica Matematica; Futuros profesores de Matematicas; Prueba explicativa.

Introduccion

En el marco de la Filosofia de las Matematicas, un reciente interés se ha enfocado en el
reconocimiento de prdcticas matemdticas, mostrando la construccion de objetos, métodos y
teoremas como una interaccion entre las Matematicas y los agentes -idealizados o reales- (Carter,
2019). Este tipo de estudios -que se inscriben en la linea de la Filosofia de la Préctica
Matematica (FPM)- han permitido enriquecer otras tradiciones centradas en los fundamentos
(caracterizadas por reconocer las construcciones matematicas como una consecucion logica de
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objetos), reconociendo a las Matematicas como una construccion humana e histérica (Mancosu,
2016).

Mancosu (2016) y Hamami y Morris (2020) han reconocido una serie de tematicas en las
que se han enfatizado los estudios recientes en FPM, destacando las investigaciones en
visualizacion, razonamiento diagramatico, explicacion, pureza de los métodos, entre otros.
Dichas tematicas, ademéas de que han abierto diversas posibilidades de investigacion en filosofia
de las Matematicas, también ha permitido conectar debates y estudios que resultan pertinentes en
el marco de la Educacion Matematica.

Entre las discusiones pertinentes en Educacion Matematica se reconocen los estudios
centrados en la explicacion, debido a que esta ultima constituye un proceso transversal que
posibilita la comprension de los objetos matematicos. En FPM, se ha estudiado la explicacion en
las pruebas matematicas, permitiendo la distincion entre pruebas explicativas y no explicativas,
es decir, entre pruebas que solamente verifican (explicitan el qué) y pruebas que explican
(explicitan el porqué) (Mancosu, 2018).

Los estudios de la explicacion no solo han permitido explorar su naturaleza sino también
su impacto en la Educacion Matematica. Se reconocen recientemente dos reportes, por un lado,
el de Frans y Francois (2023), quienes hacen una apuesta metodologica que permite fundamentar
empiricamente las caracteristicas que se reconocen de la explicacion matematica, explorando el
valor explicativo de las pruebas en libros de texto de secundaria, universidad y en articulos de
investigacion en Matematicas. Por otro lado, el reporte que se presenta en CMC (2023,
3h59m18s) expuso algunos métodos que se probaron en el aula para aportar explicaciones a los
estudiantes, mostrando asi algunos éxitos y fracasos de los métodos.

La relevancia de los anteriores estudios se da en relacidon con su caracter empirico,
destacando recursos y contextos de la Educacion Matemadtica que ayudan a estudiar la naturaleza
de la explicacion matematica, mostrando que esta ultima no solo se da por su valor intrinseco
sino también por las condiciones que tienen los sujetos para comprender una explicacion. En esta
linea, el presente reporte, derivado de una investigacion en maestria, busca analizar
empiricamente el valor explicativo de pruebas que se construyen en contextos de la educacion
superior, particularmente, en la formacion del futuro profesor de Matematicas con relacion al
Algebra Moderna.

Para tal fin, en las siguientes secciones se explicitara la aproximacion tedrica, la
metodologia, los resultados y las conclusiones considerados en la investigacion.

Aproximacion teorica

Al considerar los elementos teoricos, resulta pertinente explicitar el sentido en el cual se
conceptualiza la prueba y los sentidos en los cuales se define la explicaciéon matematica, lo cual
lleva a reconocer la prueba explicativa.

En primer lugar, se reconoce en educacion superior la linea del Pensamiento Matematico
Avanzado, en la que se inscribe el marco conceptual de Dualidad, Necesidad y Razonamiento
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Repetido (DNR), surgido a partir de estudios que prestaron atencidn a las practicas matematicas
de profesores de algebra con el fin de mejorar su conocimiento matematico. En dicho marco se
pretende estipular las condiciones para permitir que los estudiantes adquieran ideas y practicas
matematicas mediante la interiorizacion, la organizacion y la retencion de las Matematicas que
aprenden (Harel et al., 2017).

El DNR permite conceptualizar la prueba y las manifestaciones que tiene en los sujetos,
concibiéndola como el proceso empleado por un individuo para eliminar o crear dudas sobre la
verdad de una proposicion (Harel y Sowder, 1998). Y reconociendo que la prueba se puede
expresar mediante la relacion entre productos y procesos en la resolucion de problemas
matematicos por parte de un sujeto.

En segundo lugar, para la conceptualizacion de la explicacion matematica existen diversos
“modelos” que permiten establecer algunos acercamientos a su nocion. Particularmente, vale la
pena resaltar dos de estos modelos debido a su acercamiento a discusiones de la comprension
matematica.

La explicacion segun Cellucci

La primera de las propuestas de la explicacion es aportada por Cellucci (2008), quien
propone el método analitico como estrategia fundamental para la construccion de pruebas
explicativas, destacando la relacion entre explicacion y descubrimiento. Concretamente, para
Cellucci es indispensable ver el teorema como un problema, el cual requiere de una hipotesis
plausible y que esté estrechamente relacionada con el objeto matematico abordado.

Para ejemplificar lo anterior, note el siguiente caso en el que se requiere probar que se
cumple la siguiente igualdad:

La cual, se puede representar por el siguiente diagrama (como hipdtesis):

Figura 1. Diagrama de serie geométrica. Tomado de Cellucci (2008)

Aqui se puede notar que el tridngulo blanco mas grande es igual a % del triangulo completo,

., . . , ~ . 1 1 1 ., . . ,
el triangulo inmediatamente mas pequefio es igual i el triangulo inmediatamente mas

- . 11 1_ 1 . e .
pequefio es igual a AT del triangulo completo, por lo que en el infinito la serie de
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., o1 1 1 , ., .
tridngulos blancos representan la serie " + = + = + -+, ademas, por la construccion, la serie de

triangulos blancos es % del triangulo total. Lo cual garantiza que se cumple la igualdad inicial.

En este sentido, la hipotesis (el diagrama) es factible porque representa la igualdad y es
capaz de solucionar el problema. Por tanto, la prueba es explicativa segin Cellucci.

La explicacion segin Lange

La segunda de las propuestas de la explicacion es aportada por Lange (2014), quien
propone, fundamentalmente, ver el teorema como un resultado y una configuracion (se refiere a
la cadena de argumentos), dentro de los cuales debe de destacarse una propiedad esencial del
objeto matematico. La condicion importante consiste en que la propiedad esencial de la
configuracion tenga coherencia con la propiedad esencial del resultado y viceversa, si esto se
cumple, entonces la prueba es explicativa. Para ejemplificar lo anterior, note el siguiente caso
asociado a la organizacion que tienen los nimeros de calculadora (omitiendo al cero):

7 3 9
4 5 6
1 2 3

Figura 2. Organizacion de numeros de calculadora. Tomado de Lange (2014)

Con esta organizacion se puede formar un nimero de seis digitos tomando tres digitos de
cualquier fila, columna o diagonal principal del teclado en orden hacia adelante y luego en orden
inverso; teniendo, por ejemplo, al 123321 (o al 147741, 159951, 753357, etc.). Estos nimeros
conservan la propiedad de ser divisibles entre 37, pero note que una prueba que verifique cada
uno de los numeros por separado no explica por qué cada nimero es divisible por 37. En este
sentido, Lange propone una prueba que es capaz de mostrar que los nimeros tienen una
propiedad que les permite trabajarse como una unidad, explicitandola de la siguiente manera:

Los tres digitos a partir de los cuales se forma un niumero son tres nimeros enteros a, a +
d y a + 2d en progresion aritmética. Si se toma cualquier nimero a partir de tres de estos
nimeros enteros a la manera de un nimero de calculadora, es decir, cualquier nimero de la
forma 10%°a + 10*(a + d) + 103(a + 2d) + 102(a + 2d) + 10(a + d) + a. Reagrupando, se
encuentra que esto es igual a a(10°> + 10* + 103 + 102 + 10+ 1) + d(10* +2-103 + 2 -
102 + 10) = 111111a + 12210d = 1221(91a + 10d) = (3 X 11 X 37)(91a + 10d).

La anterior prueba muestra una coherencia entre el resultado y la configuracion de la
prueba debido a que en ambas instancias se resalta que los nimeros de calculadora conservan
propiedades que los permiten ver como una unidad. Por tanto, la prueba es explicativa segin
Lange.

Conceptualizacion de prueba explicativa

Las anteriores aproximaciones permitieron hacer una conceptualizacién general de lo que
se considera por prueba explicativa, concibiéndola como la produccion que hace un sujeto que,
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desde su conocimiento actual, destaca una caracteristica fundamental del objeto al que se refiere
la proposicion, evidenciando por qué se cumple y dando certeza sobre su validez.

Metodologia

En la investigacion se opto por una aproximacion cualitativa con un enfoque hermenéutico
de las producciones de los futuros profesores. Y la estrategia de investigacion que se adopto fue
un estudio de caso. En cuanto al contexto y los participantes, la investigacion se realiz6 con
cuatro futuros profesores de Matematicas de la Universidad del Valle, distribuidos en dos grupos
de dos integrantes (Grupo 01: Diana y Maria, Grupo 02: Carlos y Jos¢€), que se seleccionaron con
el criterio de que hayan cursado -y aprobado- la asignatura de Algebra Moderna en un periodo de
no mayor a un aio y que estuvieran dispuestos a participar de manera voluntaria.

Referente a la asignatura de Algebra Moderna, esta corresponde a un curso de segundo afio
del programa de Licenciatura en Matematicas de la Universidad del Valle, en dicha asignatura se
propone un espacio de reflexion referido al desarrollo de las estructuras algebraicas en el
contexto de las Matematicas modernas y contemporaneas.

En cuanto a la recoleccion de los datos, se optod por tomar registros de video, audio y
escritos de las soluciones de los futuros profesores a problemas del Algebra Moderna. En
concreto, se registraron tres intervenciones con los futuros profesores, en cada intervencion se
tomaron audios y producciones escritas correspondientes al desarrollo de las resoluciones y se
tomo un registro de video en cada intervencién correspondiente a la socializacion de sus
resoluciones.

Los problemas propuestos a los futuros profesores fueron seleccionados con base en los
contenidos fundamentales del curso, y ajustados de tal manera que propiciara el uso de
caracteristicas esenciales de objetos matematicos para la generacion de explicaciones. La
seleccion y redaccion de los problemas fue validada mediante una prueba piloto con futuros
profesores que estaban cursando la asignatura de Algebra Moderna.

En cuanto al andlisis de la informacion, se optd por considerar la transcripcion de lo
encontrado en cada una de las socializaciones, asi como las producciones escritas y los registros
de audio de las discusiones en la construccion de pruebas. Los datos obtenidos estuvieron
asociados a las estrategias de solucion que los futuros profesores movilizaron al resolver
problemas del Algebra Moderna.

El método concreto se compuso de tres fases intencionadas a identificar pruebas con valor
explicativo. En la primera fase se codifico la intervencioén usando los principios de la teoria
fundamentada (Teppo, 2015), lo cual permiti6 identificar lineas que podian ser relevantes en la
intervencion. En la segunda fase, se identificaron instancias en las que los futuros profesores
explotaron alguna caracteristica esencial del objeto matematico, debido a su potencial
explicativo. Y en la tercera fase, se estudiaron las instancias de la segunda fase con relaciéon a la
conceptualizacion general y especifica (Cellucci, 2008; Lange, 2014) de la explicacion.
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Resultados

A continuacion, se presentan los resultados, evidenciando dos instancias de pruebas con
valor explicativo de futuros profesores de Matematicas.

Propuesta de operacion para relacionar polinomios

El segmento centrado en la “propuesta de operacion para relacionar polinomios” dio cuenta
de la resolucion del primer punto de la segunda intervencion por parte de Diana y Maria, en este
momento, las futuras profesoras propusieron una operacion en el conjunto determinado por los
polinomios de primer grado (ax + b con a # 0), de manera que permitiera caracterizar un grupo.

Inicialmente, las futuras profesoras plantearon la operacion de suma usual entre polinomios
((ax +b) + (cx +d) siysolosi (a + c)x + (b + d)), la cual permitié garantizar ciertas
propiedades (como la asociatividad); sin embargo, las futuras profesoras encontraron dificultades
al probar la existencia del neutro, principalmente por la condicion que tenia el conjunto.

En este sentido y luego de explorar otras opciones en la operatividad, propusieron
modificar la operacion inicial, la cual permiti6 solucionar el problema. Note el siguiente
segmento en el que se modificé la operacion:

Tabla 1
Modificacion de una operacion inicial.

Turno: Modificacién de la operacion inicial
46  Diana: si, ahorita si... Ah pero yo podria definir la suma de otra forma, porque ahi
no me la dan
47  Maria: si, porque yo te dije que podiamos inventar la suma.
porque la suma podria yo definirla como los S
dos coeficientes multiplicados mas y los otros (a.n) (o)

dos si con la suma sin ningun problema

48  Diana: . . )
y en la primera (creo que se refiere a la operacion iq ; N
: - () x X(Chig)d
entre los coeficientes que acompafian a la X) no i J
me afecta nada, porque cae en N, entonces el neutro tiene que ser igual a uno.
50  Investigador: ya.. si, pero en este caso ya toca mirar las otras, es decir, que sea asociativa...
51 Diana: no, claro que si, obvio, si quieres yo retrocedo.

Fuente: elaboracion propia.

La modificacion de la propuesta inicial permitié solucionar el problema, teniendo
coherencia con la explicacion planteada por Cellucci (2008), concretamente porque Diana y
Maria plantean una hipoétesis que esté relacionada estrechamente con el objeto matematico
abordado (polinomios de primer grado en condicion de grupo). Al estudiar las limitaciones que
tiene su hipotesis inicial, pudieron desarrollar una modificaciéon (la nueva hipotesis) que permitio
garantizar el grupo. En este sentido, el valor explicativo de la prueba se da en la medida en que
se explora la naturaleza de la hipotesis, la cual, esta estrechamente relacionada con el objeto
matematico.
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Reconocimiento de una particion de Z,

El segmento referente al “Reconocimiento de una particion de Z,” dio cuenta de una
resolucion en la segunda intervencion por parte de Carlos y José. Concretamente, Carlos y José
pretendieron estudiar la condicion del homomorfismo para determinada aplicacion que iba desde
el conjunto Zg (clases de residuales de los nimeros enteros al ser divididos entre seis) al
conjunto Z,, considerando la suma de clases en ambos conjuntos. Particularmente, la aplicacién
consistid en el residuo que queda luego de dividir entre dos elementos de alguna clase de Z.

Carlos y José, inicialmente, hicieron una verificacion por casos particulares de la condicion
del homomorfismo, a saber, que se satisfaga la igualdad ¢ (a * b) = @(a) - ¢(b) siendo * y - las
operaciones correspondientes a cada estructura. Esta manera de actuar permitio ver que la
aplicacion satisfizo la condicién del homomorfismo, pero no explicé el porqué.

No obstante, posterior a la verificacion caso por caso, Carlos y José se propusieron exponer
la naturaleza de la aplicacion, lo cual los llevo a reconocer la relacion que se establece entre los
conjuntos (un aspecto llamativo en la formulacion del problema). Esta exposicion se logrd
gracias a una representacion diagramatica. El siguiente segmento expone sus acciones:

Tabla 2
Diagramacion de la aplicacion entre Zg'y Z,.

Turno: Diagramacion de la aplicacion entre Zg y Zp
125 Yo como para explicarlo mejor hice como de esta forma, Zt,
tenemos la clase del cero, la clase del uno, la clase del = l
dos, la clase del tres, la clase del cuatro y la clase del U Sy
cinco. Y van hacia la clase cero y la clase del uno. Esto %__,.-- 0
es Z¢ y esto es Z,. entonces todos los que nos dan P Al
residuo cero van a ir a la clase del cero, y los que dan 3/ e
residuo uno a la clase del uno. o
Carlos: Entonces la clase del 1 enZg se vaavercomo 1 71319
126 y asi sucesivamente. f?; 1.8, 1214
Entonces van a ser estos elementos y siempre van aser
niimeros impares, y de la misma forma el 1 en Z, e, 120G
127 también va a tener todos los numeros impares, 1 357 9 &
M i 5
L
128 Entonces vemos que todos los elementos de la clase del 1 en Zg van hacia la

clase del 1 en Z,.

Fuente: elaboracion propia.

Las acciones de Carlos y José estuvieron relacionadas con la propuesta de Lange (2014),
debido a que los futuros profesores tuvieron la capacidad de exponer la naturaleza de los
conjuntos propuestos en el problema, que claramente era un aspecto esencial para lograr la

comprension de la aplicacion. Esto permitid entender que la aplicacion sugeria una particion
entre los conjuntos, lo cual podria ser un paso importante para estudiar la operatividad de sus
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elementos y asi garantizar el homomorfismo. En concreto, Carlos y José expusieron elementos
esenciales del resultado dentro de la configuracion de su prueba lo cual destaca el valor
explicativo de esta tltima.

Conclusiones

Fue posible reconocer momentos de las intervenciones en los cuales se construyeron
pruebas con valor explicativo, esto mediante la identificacion de segmentos en los cuales se
explotaron las caracteristicas de un objeto matematico. Esto permitid estudiar la naturaleza de la
explicacion y poder reportar instancias que fundamenten sus particularidades.

También fue posible reconocer otros aspectos, como lo fueron las tendencias en las
maneras de probar de los futuros profesores, evidenciando el método analitico en el primer
momento y la prueba caso por caso del segundo momento. Asi como el rol que pueden jugar las
representaciones para la generacion de explicaciones, notese que en el segundo momento la
explicacion y entendimiento de la aplicacion se dio en la medida en que se esquematizoé su
comportamiento.

Si bien se reconoce que los datos no pretenden ser exhaustivos referentes al estudio de la
explicacion en educacion superior, esta investigacion aporta con relacion al establecimiento de
conexiones tedricas y metodologicas, que pueden sugerir otras investigaciones asociadas al
vinculo entre Filosofia de las Matematicas y Educacion Matematica.
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