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Resumen

Este trabajo presenta los avances' de un proyecto de intervencion cuyo proposito es
desarrollar una secuencia de actividades didacticas que promueva el pensamiento
variacional en estudiantes de ingenieria. Metodoldgicamente, se realizo una revision
critica a la literatura especializada en el area, en busca de hipotesis tedricas que
fundamentaran nuestras decisiones didacticas, entre ellas; el disefio de las
actividades, su implementacion y valoracion. Se espera proporcionar a los
estudiantes herramientas para comprender la variacion continua y el cambio en
progreso, desde la perspectiva de un enfoque dindmico con el uso de cantidades
infinitesimales, ofreciendo una alternativa a la ensefianza actual que se basa en
nociones estaticas como funcién numérica, limites y la interpretacion discreta de la
variacion. El desarrollo didéctico se centrard en el estudio de fendmenos de
comportamiento exponencial, favoreciendo asi la comprension y aplicacion del
Célculo Diferencial en situaciones practicas.

Palabras clave: Covariacidon exponencial continua; Ensefianza del Calculo
Diferencial; Pensamiento variacional; Proyecto de intervencion; Magnitud variable.

! Nota: Al momento de la redaccion de este reporte, el trabajo se encuentra en desarrollo. Actualmente se ubica en la
etapa de disefo de las actividades didacticas que conformaran la propuesta de ensefanza.
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Definicion y relevancia del problema

El estudio del Calculo como herramienta para entender y cuantificar fenomenos y procesos
del entorno se constituye como uno de los pilares de aprendizaje en la educacion de los futuros
ingenieros. Por tanto, resultara crucial que ellos logren desarrollar habilidades para innovar y
argumentar de forma adecuada, a fin de solventar las dificultades dentro de sus campos de
estudio. Estos jovenes necesitardn adquirir competencias matematicas que les posibiliten
comprender, interpretar y reflexionar sobre los fenomenos del mundo real, y plasmarlos en un
lenguaje matematico (Capote et al., 2016; Sharhorodska et al., 2018).

Una critica fundamental a la ensefianza tradicional y formal del Célculo es que el enfoque
en el célculo de limites y derivadas no permite a los estudiantes comprender como estos
conceptos se aplican en situaciones reales (Loachamin et al., 2023; Cruz y Herrera, 2024). La
idea de limite en si misma no est4 vinculada a la representacion de una realidad fisica, y es una
abstraccion pura sin conexion directa con ella. Como consecuencia, los estudiantes tienden a
percibir esta disciplina matematica como una tarea mecéanica, donde se abordan problemas de
forma abstracta, sin comprender el entorno en el cual los fendmenos tienen lugar.

De acuerdo con Artigue (2009), las estrategias didacticas que se centran demasiado en la
formalizacion y la rigurosidad matematica pueden confundir a los estudiantes cuando intentan
aplicar esos conocimientos en situaciones reales. Al no vincular los conceptos matematicos a
escenarios del mundo real o laboral, los estudiantes tienden a memorizar en lugar de comprender
a conciencia los problemas, lo que les dificulta adaptarse y resolver problemas reales en el
campo de la ingenieria. Kaput (1994) sugiere que “la ensefianza del Célculo Diferencial debe ir
mas alla de algoritmos estaticos, permitiendo que los estudiantes exploren la dinamica de los
sistemas a través de la experimentacion y la simulacion” (p. 110).

Especificamente, en el tratamiento didactico de fendmenos de comportamiento
exponencial, Khanh et al. (2020), quienes analizaron el enfoque de ensefianza de las nociones
exponenciales en libros de texto, mencionan que éstos tienden a seguir un patrén: primero se
define el concepto, luego se presentan ejemplos practicos, y finalmente se plantean problemas de
aplicacion. En esta organizacion ha habido una transformacion pedagogica en el proceso de
desarrollo de las nociones exponenciales, en comparacion con su surgimiento y evolucion
historico-epistemologica. Esta transformacion pasa por alto la secuencia temporal del desarrollo
del Célculo y sus objetos de estudio (Khanh et al., 2020, Jiménez et al., 2022).

Dificultades en la ensefianza y aprendizaje de nociones
relacionadas con la covariacion exponencial continua

En la Matematica del cambio, la comprension de la covariacion y la continuidad en
procesos dindmicos es esencial para diversas disciplinas, desde las ciencias naturales hasta las
ciencias sociales, la economia y la ingenieria (Thompson y Carlson, 2017; Hodaiiova y Nocar,
2016). Estos conceptos son fundamentales no solo para la prediccion de fendmenos naturales y
cientificos, sino también para el desarrollo de habilidades cognitivas y analiticas en los
estudiantes.
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Particularmente, los procesos de covariacion exponencial, matematizados mediante
modelos exponenciales, son de gran importancia en muchos campos. Se utilizan para resolver
problemas en ciencia y tecnologia, como en arqueologia, finanzas y fendmenos de crecimiento y
decrecimiento natural (Khanh et al., 2020). Estos modelos se basan en la nocion de que las
magnitudes variables en ciertos fendmenos muestran un comportamiento continuo y suave a lo
largo del tiempo o el espacio, sin saltos abruptos ni interrupciones (Castillo-Garsow et al., 2013),
donde la variacion infinitesimal de la magnitud variable de interés es directamente proporcional
a su valor actual, dy = kydx, y por lo tanto, la razén instantanea de cambio es directamente

. . d . .
proporcional al valor de la magnitud, ﬁ = ky. Sin embargo, para muchos estudiantes

acostumbrados a pensar en cambios lineales, la naturaleza exponencial del crecimiento y
decrecimiento resulta confusa (Davis, 2009). La idea de que las cantidades aumenten o
disminuyan de manera exponencial, es decir, en proporcion a su valor actual resulta dificil de
asimilar, ya que los estudiantes tienden a simplificar relaciones y buscar patrones lineales o
discretos (Sureda y Otero, 2013; Campo-Meneses y Garcia-Garcia, 2020).

La representacion grafica de procesos covariacionales también es de gran importancia en el
desarrollo de conceptos relacionados con la nocion exponencial, entre ellos la razon instantanea
de cambio. Sin embargo, para Saldanha y Thompson (1998), asi como para Johnson y
McClintock (2018), la comprension e interpretacion de graficos como representaciones de un
continuo plantea desafios para los estudiantes. Esta dificultad se manifiesta con mayor claridad
cuando los estudiantes recurren a la técnica de punteo para analizar las graficas, es decir, trazar
algunos puntos para inferir un comportamiento general, y luego conectar estos puntos para
formar una curva. Si bien esta técnica es comiunmente empleada para graficar funciones
numéricas, puede llevar a los estudiantes a percibir la grafica covariacional como una
representacion estatica de una relacion entre cantidades, pasando por alto su naturaleza dinamica
y continua.

Varios estudios (Bressoud et al., 2016; Larsen et al., 2017; Thompson y Harel, 2021) han
recurrido al trabajo pionero de Orton (1983) para resaltar las dificultades de los estudiantes en la
comprension del significado cuantitativo, tanto de la razén promedio de cambio, como de la
razon instantdnea de cambio. Orton sefiala que estas dificultades surgen de una comprension
deficiente del concepto de razon como relacion multiplicativa. Estas investigaciones subrayan la
importancia de fortalecer la comprension temprana de conceptos fundamentales como la razén
de cambio, ya que sientan las bases para el éxito en Calculo y otras areas de las Matematicas.

Thompson y Harel (2021) sefialan que una fuente mas elemental de las dificultades de los
estudiantes con el concepto de razén instantdnea de cambio se relaciona con la poca
coordinacién de las relaciones entre covariaciones. En lugar de concentrarse en las relaciones
cuantitativas entre las magnitudes, usualmente se presta mas atencion a la pendiente de las rectas
secante y tangente, asi como a los valores de entrada de la funcion. Este enfoque hace que los
estudiantes no comprendan la fenomenologia dindmica de la razoén de cambio, en particular, su
vinculacion con procesos exponenciales debido a la desconexion entre los conceptos
matematicos y las aplicaciones reales (Khanh et al., 2020; Presmeg y Nenduradu, 2005).
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Objetivo

La intencidn principal de nuestro trabajo es fundamentar y desarrollar un acercamiento
didactico para la ensefianza del Célculo Diferencial dirigido a estudiantes de ingenieria, desde
una perspectiva variacional y dindmica mediante el uso de cantidades infinitesimales. En
particular, nos centraremos en abordar las dificultades de ensefianza y aprendizaje relacionadas
con la covariacidon exponencial continua, buscando superar la vision formal (estéatica y
algoritmica) que predomina en la ensefianza tradicional de estos conceptos matematicos en el
salon de clase.

Fundamentos contextuales sobre el pensamiento variacional

En la literatura de investigaciéon en Matematica Educativa no es dificil detectar que el
pensamiento variacional ha sido explorado desde diversas perspectivas, las cuales se pueden
clasificar en dos categorias. En la primera categoria se encuentran las posturas que relacionan el
pensamiento variacional con el estudio de variables y funciones como entidades abstractas,
enfocandose en el analisis de las funciones numéricas y sus propiedades a partir de definiciones
formales, en el espiritu del Anélisis Matematico. Segun este enfoque, los fenémenos de la
realidad, junto con las magnitudes asociadas, se consideran ejemplos ilustrativos o aplicaciones
secundarias de las funciones. Por otro lado, en la segunda categoria se encuentran aquellos que lo
ven como un tipo de pensamiento matematico que se centra en el analisis y la matematizacion de
magnitudes variables presentes en fendmenos y procesos, ya sean fisicos o sociales, en el espiritu
del Calculo primigenio. Estas interpretaciones enfocan sus realizaciones didacticas en la
introduccion del concepto de magnitud fisica y en la representacion matematica de su
comportamiento, utilizando el concepto de magnitud variable como modelo.

Particularmente, en este proyecto se pretende abordar didacticamente las dificultades de
ensefianza y aprendizaje relacionadas con las nociones dindmicas de la covariacion exponencial
continua desde la perspectiva del pensamiento variacional. Dicho esto, nos alineamos con la
postura que considera al pensamiento variacional como un tipo de pensamiento matematico que
requiere una manera dindmica de pensar, lo que nos lleva a situarnos en la segunda categoria
mencionado anteriormente.

Enfoque del pensamiento variacional

A partir del andlisis critico de la literatura especializada sobre el tema, hemos llegado a
concebir que el pensamiento variacional exige una manera dindmica de pensar (Vasco, 2003), y
que esta directamente relacionado con el estudio de las magnitudes variables. Concebimos a las
magnitudes variables como aquellas propiedades o cualidades perceptibles y cuantificables en
los fenémenos y procesos de la realidad, que por su naturaleza intrinseca son dinamicos. Las
magnitudes variables realmente varian. Estan por doquier presentes en los asi llamados
fendmenos o procesos de variacién y cambio. En el pensamiento variacional el papel protagénico
lo desempenan las magnitudes variables, que son objetos matematicos de una naturaleza
esencialmente distinta a la de las funciones numéricas, mientras que éstas figuran s6lo como
actores secundarios, como una de las herramientas emergentes para la matematizacion de las
magnitudes variables y de los procesos en que ellas intervienen (Jiménez et al., 2022).
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En el estudio presentado por Thompson y Carlson (2017), asi como por Jiménez et al.
(2022), los autores conciben que el pensamiento variacional esta constituido por dos
componentes: el razonamiento variacional y el razonamiento covariacional, ambos tienen que ver
con la conceptualizacion matematica de las magnitudes variables. En el primer caso, se despliega
el razonamiento y trabajo matematico sobre una sola magnitud variable en la recta numérica, y
en el segundo, el razonamiento simultaneo y el trabajo matematico sobre dos magnitudes
variables en el plano cartesiano.

En coherencia con esta postura, se proponen constructos tedricos sustentados en la vision
del pensamiento matematico segun Harel (2008), para establecer un marco teorico y explicativo
orientado al desarrollo del pensamiento variacional, recuperando el dinamismo exigido por este
tipo de pensamiento matematico. El proposito es ofrecer herramientas conceptuales y
metodologicas para disefar tareas de aprendizaje que fomenten el razonamiento variacional y el
razonamiento covariacional, alejandose del analisis de objetos matematicos estaticos.

Marco tedrico y explicativo

Nuestro marco teorico y explicativo se sustenta bajo la concepcion de Harel (2008) quien
afirma que el objetivo principal de la Educaciéon Matematica consiste en desarrollar en el
estudiante el pensamiento matematico, y que éste se compone de un conjunto de maneras
matematicas de entender y maneras matematicas de pensar. El autor define a las maneras de
entender como el producto cognitivo particular de un acto mental realizado por una persona, y a
las maneras de pensar como las caracteristicas cognitivas de un acto mental, reveladas de las
acciones repetidas de sus maneras de entender.

Esta profunda reflexion realizada por Harel en torno a la caracterizacion del conocimiento
matematico y del propésito fundamental de la ensenanza de las Matematicas, y promovida por ¢l
activamente durante los afios recientes, le ha llevado a formular un esquema metodologico para
alcanzar tal propdsito. Dicho esquema lo ha denominado “la ensefianza basada en DNR”. El
acréstico en la denominacion proviene de los tres principios fundamentales en los que se sustenta
dicho esquema; el principio de Dualidad (D), el principio de Necesidad intelectual (N), y el
principio del Razonamiento repetido (R). De especial interés en esta comunicacion es el
principio de Dualidad.

El principio de Dualidad establece que los estudiantes desarrollan maneras de pensar solo
mediante la construccion de maneras de entender, y las maneras de entender que producen estan
determinadas por las maneras de pensar que ya poseen (Harel, 2008, p. 19). Este principio afirma
que las maneras de entender y las maneras de pensar son interdependientes: entre ellas existe una
relacion bidireccional.

Propuesta teodrica:
una estructura operativa para el desarrollo del pensamiento variacional

Tomando como base el enfoque del pensamiento variacional, y la vision de pensamiento
matematico segun Harel (2008), proponemos que, para desarrollar el pensamiento variacional en
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los estudiantes, se deben disefar estrategias de aprendizaje que les permitan generar maneras
variacionales de entender y maneras variacionales de pensar. A las Maneras Variacionales de
Entender las definimos como el producto cognitivo particular del acto mental de producir
imagenes dinamicas relacionadas con las caracteristicas o propiedades esenciales de las
magnitudes variables, presentes en los fendmenos de variacion y cambio en progreso, y a las
Maneras Variacionales de Pensar las describimos como las caracteristicas cognitivas del acto
mental de producir imagenes dinamicas realizadas por el estudiante, reveladas de las acciones
repetidas de sus maneras variacionales de entender.

Por ejemplo, si un estudiante formula una interpretacion, similar o igual, argumentando
que “los valores numéricos que toma la literal que representa a una magnitud variable estan
asociados con una unidad de medida”, esta evidenciando una manera variacional de entender,
porque es un producto cognitivo particular de su acto mental de interpretar una caracteristica
importante de las magnitudes variables. Y si sostiene mas de una manera variacional de entender
es probable que posea, ademas, la manera variacional de pensar que “las magnitudes variables
toman progresivamente valores numéricos que podemos dividir en tres grupos: el valor actual,
los valores previos y los valores posteriores”.

Para la organizacion, disefio y analisis de las estrategias o actividades didacticas se
establece una estructura operativa de las implicaciones metodologico-didacticas resumidas en
tres etapas esenciales.

1. Predisefio de las estrategias didécticas: el profesor deberd identificar y caracterizar las
Maneras Variacionales de Entender (MVdE) que espera promover en los estudiantes, y
especificar los actos particulares de inter¢s.

2. Diseio de las estrategias didécticas: para la elaboracion y organizacion de las actividades
didacticas, esbozar una secuencia cognitivamente logica de obtencion de los productos
cognitivos que involucran los actos mentales presentes en los estudiantes en forma de
declaraciones y acciones.

3. Anadlisis de las estrategias didécticas desarrolladas por los estudiantes: el profesor debera
inferir de forma indirecta las caracteristicas cognitivas comunes entre los productos
cognitivos de los actos mentales presentes en las actividades desarrolladas por los
estudiantes, estas son las Maneras Variacionales de Pensar (MVdP) de los estudiantes.

En nuestro trabajo, hemos identificado y caracterizado un conjunto de MVdE y MVdP, a
nivel general, referidas a cualquier proceso de variacion. A partir de ellas, se han identificado y
caracterizado MVdE mas especificas asociadas a los procesos de covariacion exponencial
continua, las cuales son fundamentales para orientar el disefio de nuestra secuencia de
actividades. Lamentablemente, no hay espacio aqui para analizar con detalle este punto. Mas
adelante en este documento, en la Tabla 1, se presentan de manera resumida algunas de dichas
Maneras Variacionales de Entender la Covariacion Exponencial Continua (MVAE-CExpC).

Consideraciones y resultados preliminares

A partir de la concepcion del pensamiento variacional como el tipo de pensamiento
matematico centrado en el razonamiento dindmico de magnitudes variables, y considerando los
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principios del modelo DNR de Harel (2008), se establecen las siguientes pautas para orientar el
disefio de nuestra propuesta de ensefianza:

1. Priorizar el andlisis de fendmenos reales e identificar las magnitudes variables de interés:
Las tareas deben partir de contextos reales en los que los estudiantes puedan identificar y
razonar sobre magnitudes cuya variacion sea observable y cuantificable. Esto permite
anclar el conocimiento matematico en experiencias significativas, en lugar de comenzar
con funciones como objetos abstractos. Particularmente en este trabajo interesan los
fenomenos de comportamiento exponencial, dicho esto, en la Tabla 1, se muestran de
manera resumida algunas MVAdE-CExpC que se promoveran en nuestra secuencia de
actividades didacticas, recurriendo a la etapa de predisefio de las estrategias didacticas.

Tabla 1
Algunas Maneras Variacionales de Entender la Covariacion exponencial Continua.

MVAE-CExpC1 La razoén promedio de cambio de una magnitud covariante de comportamiento
exponencial, para incrementos iguales de la magnitud variable independiente, es igual a
una constante numeérica positiva.

MVAE-CExpC2 Una magnitud covariante de comportamiento exponencial con cambios aritméticos
iguales en la magnitud variable independiente conduce a cambios proporcionales iguales
en la magnitud variable dependiente.

MVAE-CExpC3 Una magnitud covariante de comportamiento exponencial N(Ah) con cambios
aritméticos iguales en la magnitud variable independiente conduce a cambios
proporcionales en la magnitud variable dependiente de la forma N (a®* — 1).

MVAE-CExpC4 Una magnitud covariante cuya razdn instantanea de cambio es proporcional al valor
actual de dicha magnitud variable.

2. Disefiar tareas que promuevan la construccion de significados desde la necesidad
intelectual: en coherencia con el principio de Necesidad del modelo DNR, es fundamental
que las tareas presenten desafios cognitivos que despierten en los estudiantes la necesidad
de matematizar la variacion, en lugar de imponer definiciones, graficas o formulas desde el
inicio.

3. Utilizar representaciones graficas dindmicas y herramientas tecnoldgicas: la incorporacion
de entornos como GeoGebra posibilita la visualizacion continua del comportamiento de
magnitudes. Esto permite a los estudiantes experimentar el caracter dindmico de la
covariacion, superando la percepcion estatica asociada a graficas trazadas con la técnica de
punteo.

La intencion primaria de nuestro trabajo es presentar un acercamiento didactico basada en
el tratamiento dinamico de la covariacion exponencial continua, superando las visiones estaticas
y algoritmicas que eventualmente dominan el tratamiento de las ideas matematicas en el salon de
clase. En virtud de ello, el resultado mas importante que se espera consiste en obtener evidencia
solida que permita valorar si nuestra propuesta contribuye o no a promover en el estudiante el
desarrollo de maneras variacionales de pensar en un contexto centrado en el estudio de la
covariacion exponencial continua.
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