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Resumen

En esta conferencia paralela se abordaran tres ejes tematicos principales de la
Didactica del Calculo Diferencial e Integral (CDI): (1) la naturaleza epistemologica
de los contenidos en el CDI y la nocion de procept, (ii) el pensamiento matematico
avanzado y sus procesos de razonamiento, y (iii) las tareas matemadaticas
fenomenologicas y sus principios de disefio. Estos ejes tematicos seran articulados
con una metodologia de clase basada en la Enserianza Exploratoria, dentro de un
contexto de ensefianza superior universitaria. Sera tomado como referencia un
estudio de desarrollo profesional en el que participaron profesores de Matematica de
CDI que se llevo a cabo durante dos afios en una universidad publica de Costa Rica.

Palabras clave: Costa Rica; Tareas matematicas fenomenologicas; Razonamiento
matematico; Ensefianza exploratoria; Calculo Diferencial e Integral.

Introduccion

La ensefianza del Calculo Diferencial e Integral (CDI) ha representado historicamente un
desafio central en la Educacion Matematica universitaria. Su complejidad conceptual y alto nivel
de abstraccion han generado, en muchos contextos, persistentes dificultades de aprendizaje entre
el estudiantado, asi como elevados indices de reprobaciéon y desercion. Estos indicadores, ain
vigentes a pesar de los avances en la Didactica de la Matematica, sefialan la necesidad de
replantear los enfoques tradicionales de ensefianza del CDI y de promover propuestas didacticas
que propicien aprendizajes mas significativos para los estudiantes que cursan carreras afines a las
ingenierias, a la economia, la salud, entre otras.
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En las tltimas dos décadas, la investigacion en Educacion Matematica ha prestado especial
atencion al CDI, no solo para analizar las dificultades que enfrentan los estudiantes, sino también
para disefiar estrategias de ensefianza innovadoras que integren componentes epistemoldgicos,
cognitivos, tecnologicos y didacticos (Fonseca & Henriques, 2019; Trevisan & Araman, 2021).
Entre estas propuestas emergen con fuerza aquellas orientadas a favorecer una comprension
relacional del conocimiento matematico (Skemp, 1976), es decir, un aprendizaje que articule de
forma coherente los significados, procedimientos y representaciones de los conceptos, y que se
fundamente en procesos de razonamiento matematico (Gutiérrez-Fallas & Henriques, 2017;
Trevisan et. al, 2023).

El razonamiento matematico es esencial para el desarrollo de aprendizajes con sentido en
el CDI, en particular por el caracter avanzado de sus conceptos, como el limite, la continuidad, la
derivada o la integral. Estos requieren que el estudiantado transite desde formas elementales de
pensamiento, basadas en experiencias concretas, hacia procesos propios del pensamiento
matematico avanzado, tales como la definicion formal, la demostracion y la abstraccion (Jaffar &
Dindyal, 2011; Fernandez-Plaza et al., 2013). Como lo indican estos autores, el paso de una
concepcion empirica a una formalizada implica una transformacién profunda en la forma de
entender y construir el conocimiento matematico, especialmente en momentos de transicion
como el primer encuentro con los conceptos fundamentales del analisis.

Las formas en que las personas docentes abordan estos conceptos varian
considerablemente: algunas optan por una introduccion intuitiva, otras adoptan una presentacion
basada estrictamente en el analisis formal, y otras combinan ambas perspectivas (Fonseca &
Alfaro, 2018). Sin embargo, independientemente del enfoque, muchas veces se elude el trabajo
con contextos reales o significados personales, lo que dificulta la apropiacién profunda del
contenido por parte del estudiantado (Fernandez-Plaza et al., 2013; Trevisan et al., 2023).

En este escenario, la integracion de tecnologias digitales, como GeoGebra, ha mostrado
potencial para transformar la experiencia de aprendizaje en el CDI. Estas herramientas permiten
representar de forma dindmica y visual conceptos complejos, abren posibilidades para la
experimentacion matematica y favorecen la interaccion activa con los objetos de estudio
(Fonseca & Henriques, 2019).

No obstante, los enfoques de ensefianza del CDI que articulen tareas exploratorias,
integracion tecnologica y desarrollo del pensamiento matematico avanzado han sido poco
sistematizados en la literatura. En particular, resulta aun incipiente la investigacion sobre
propuestas basadas en un modelo de Ensenianza Exploratoria, el cual plantea tres principios
didacticos fundamentales: (i) iniciar el trabajo con nociones intuitivas y con practica de célculo
antes de introducir definiciones formales, (i1) disefiar tareas matematicas de caracter exploratorio
que incorporen tecnologias digitales, y (iii) promover el desarrollo de significados correctos y
articulados de los conceptos del CDI a través del uso de multiples representaciones y procesos de
razonamiento (Canavarro, 2011; Mufioz-Ortiz et. al, 2025).

A partir de estas ideas, este trabajo presenta una propuesta didéctica tedrico-practica para
la ensefianza del CDI en la educacion superior, fundamentada en un modelo de Ensefianza
Exploratoria. La propuesta se construye a partir de una revision bibliografica sobre la tematica y
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en articulacion con una experiencia de desarrollo profesional docente llevada a cabo en una
universidad publica costarricense, en la que participaron profesores de CDI durante dos afios.

Fundamentos tedricos para un didactica del calculo centrada en la ensefianza exploratoria
Comprension de conceptos en el Calculo: una mirada epistemoldgica y didactica

La ensefianza del CDI ha sido historicamente un campo de tensiones entre la formalizacion
matematica y los procesos de comprension por parte del estudiantado. Una revision de la
literatura especializada evidencia que las dificultades de aprendizaje en esta area estan asociadas,
en gran medida, a concepciones instrumentales del conocimiento, centradas en el dominio de
técnicas y algoritmos, y alejadas de una comprension relacional y significativa de los conceptos
involucrados (Skemp, 1976).

Autores como Gray y Tall (1991, 1994) proponen la nocion de procept para explicar la
flexibilidad cognitiva que se requiere al abordar objetos matematicos que pueden ser entendidos
tanto como procesos como productos. Por ejemplo, el simbolo “f'(x)” puede representar tanto la
operacion de derivar — aplicar un procedimiento — como el objeto “la derivada” — aplicar un
concepto —. Esta ambigiiedad, lejos de ser un obstaculo, constituye una oportunidad para
promover un pensamiento matematico mas rico, en el que el simbolismo adquiera significados
interconectados. En este sentido, el pensamiento proceptual, segiin estos autores, es una
capacidad clave para la comprension relacional de los conceptos del CDI.

Las investigaciones en el campo de la Educacion Matematica también han dado cuenta de
la complejidad que representa el transito desde una comprension intuitiva de los conceptos hacia
una formalizacién rigurosa. Tall y Vinner (1981) introducen las nociones de concepto-imagen 'y
concepto-definicion, asi como el factor de conflicto potencial, para dar cuenta de las tensiones
cognitivas que se producen cuando el conocimiento informal del estudiante entra en
contradiccion con la definicion formal del concepto.

Complementariamente, Tall (2004) propone la teoria de los tres mundos del pensamiento
matematico: e/ mundo personalizado-empirico (basado en la experiencia sensorial y visual del
sujeto cuanto interactia con las nociones desde contextos iniciantes), el mundo simbolico-
proceptual (vinculado a la manipulacion de simbolos y reglas en la ejecucion de procedimientos
matematicos), y el mundo formal (centrado en definiciones, teoremas y demostraciones
matematicas). Seglin esta teoria, el aprendizaje de los conceptos del CDI ocurre en el transito
entre estos mundos, siendo deseable que los procesos de ensefianza puedan orientar a los
estudiantes a navegar entre ellos de manera consciente y articulada.

Representaciones, visualizacion y pensamiento matematico avanzado

Un elemento fundamental para potenciar el aprendizaje en el CDI es el uso articulado de
multiples representaciones: graficas, numéricas, simbolicas y verbales. Segun Duval (2006), la
comprension matematica depende en gran medida de la capacidad de los estudiantes para realizar
conversiones entre distintos registros de representacion, proceso que constituye una puerta de
entrada a la comprension relacional de los conceptos.
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Tall (2002) y Karatas et. al (2011) argumentan que la ensenanza del CDI debe fomentar la
coordinacidn intuitiva entre representaciones graficas y algebraicas. La visualizacion, en este
sentido, no es un recurso auxiliar, sino una herramienta cognitiva de primer orden para el
razonamiento matematico (Arcavi, 2003; Rivera, 2011). No obstante, el potencial de la
visualizacion suele ser subutilizado en la ensefianza tradicional del CDI, la cual privilegia el
tratamiento simbolico en detrimento de las representaciones visuales (Fonseca & Henriques,
2019).

Desde esta perspectiva, el pensamiento matemadatico avanzado (Fernandez-Plaza et. al,
2013) se concibe como una capacidad para integrar y transitar entre representaciones, formular
conjeturas, justificar resultados y construir conexiones entre conceptos. La comprension de los
conceptos fundamentales del CDI —como el limite, la continuidad, la derivacién y la
integracion— requiere de procesos de razonamiento que vayan mas alla de la simple
manipulacion algebraica, como la visualizacion, la abstraccion reflexiva y la autorregulacion del
aprendizaje (Tall, 2002).

La promocion del razonamiento matematico es una de las claves para una didactica del
CDI orientada a la comprension relacional. El razonamiento deductivo, inductivo y abductivo
permite a las personas estudiantes formular conjeturas, argumentar soluciones y validar
resultados (Mata-Pereira & Ponte, 2017; Trevisan & Araman, 2021). En el contexto del CDI,
estos tipos de razonamiento se articulan con tareas que demandan exploracion, inferencia y
justificacion.

Una ensenanza orientada al razonamiento debe incluir tareas que movilicen procesos de
generalizacion, validacion y justificacion, permitiendo que los estudiantes exploren, manipulen e
interioricen los conceptos matematicos abordados. Tal como sefialan Trevisan et al. (2023), el
disefio de tareas exploratorias, centradas en fenomenos y con multiples representaciones, es
fundamental para fomentar el razonamiento covariacional y estructural, tan necesarios en el
estudio del CDI.

En este sentido, la labor docente no consiste unicamente en presentar técnicas y
algoritmos, sino en disefiar situaciones didacticas que permitan a las personas estudiantes
construir sus propias conjeturas y validarlas en un entorno dialégico y reflexivo (Mufioz-Ortiz et.
al, 2025, Trevisan & Araman, 2021).

Ensefianza Exploratoria y escenarios de aprendizaje: principios metodoldgicos

La Ensefianza Exploratoria, tal como ha sido conceptualizada por Canavarro (2011),
Oliveira et al. (2013) ofrece un marco metodologico que permite articular las dimensiones antes
mencionadas. Este enfoque promueve un aprendizaje activo y autdbnomo, centrado en la
exploracion de fendmenos, la formulacion de conjeturas, el uso de multiples representaciones y
la reflexion colectiva.

En el marco del proyecto de desarrollo profesional docente que se realizd durante dos afios,
2023 y 2024, en una universidad publica de Costa Rica, las propuestas didacticas fueron
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orientadas desde escenarios de aprendizaje que responden a los principios de esta metodologia de
Ensefianza Exporatoria, articulando tareas fenomenoldgicas, tecnologia digital y momentos de
discusion colectiva. Entre los elementos metodologicos mas destacados se encuentran: (i) la
presentacion de una situacion o fendémeno significativo; (ii) el trabajo autdbnomo y colaborativo
con apoyo de recursos tecnoldgicos como GeoGebra; y (iii) la sistematizacion colectiva de
resultados y la formalizacion de los conceptos matematicos emergentes.

Propuestas didacticas articuladas con un modelo de ensefianza exploratoria

Como parte del proyecto de desarrollo profesional docente, en el cual participaron 20
docentes universitarios, se disefiaron ¢ implementaron cuatro propuestas didacticas, cada una
estructurada en torno a un escenario de aprendizaje especifico. Estas propuestas buscaron
operacionalizar los principios de la Ensefianza Exploratoria mediante el disefio de tareas
matematicas fenomenologicas, el uso de multiples representaciones y la integracion de
tecnologias digitales como GeoGebra. A continuacion, se sintetizan brevemente las propuestas y
se establece su articulacion con los fundamentos teoéricos discutidos.

Propuesta 1: Exploracion del concepto de limite
e Eje tematico: Limite de una funcion real de variable real
e Duracién: 3 horas
e Herramienta principal: Libro digital interactivo en GeoGebra

Esta propuesta introdujo el concepto de limite a través de tareas organizadas en cinco
capitulos progresivos, que integraron representaciones numeéricas, graficas y simbolicas. Se
trabajo con aproximaciones de funciones y sucesiones, el uso de poligonos inscritos y
circunscritos, y situaciones contextualizadas en distintas disciplinas.

La propuesta favorecio la transicion desde el mundo conceptual-personalizado hacia el
mundo formal del conocimiento matematico (Tall, 2004). Ademas, la tarea permitié movilizar el
pensamiento proceptual mediante el trabajo simultdneo con simbolos que representaban procesos
(aproximaciones) y objetos (limites) (Gray & Tall, 1994). La visualizacion dindmica de
GeoGebra apoy0 procesos de conversion y tratamiento entre representaciones (Duval, 2006),
fortaleciendo asi la comprension relacional del concepto (Skemp, 1976).

Propuesta 2: Deduccion de la Regla de L’Hépital
e Eje tematico: Derivacion en una variable
¢ Duracién: 2 horas
e Herramienta principal: Exploracion grafica y numérica en GeoGebra

A partir de funciones construidas especificamente para generar una forma indeterminada
tipo 0/0 se propuso una tarea que condujo al estudiantado a inferir empiricamente la Regla de
L’Hopital. La actividad promovi6 el analisis del comportamiento de cocientes de funciones y sus
derivadas en torno a un punto critico, combinando representaciones graficas, algebraicas y
numéricas.
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Esta propuesta promovié el razonamiento abductivo e inductivo, al invitar al estudiantado
a construir conjeturas a partir de evidencias numéricas y visuales (Mata-Pereira & Ponte, 2017).
La tarea también favorecio la justificacion informal y el transito entre diferentes registros,
apuntando a una comprension flexible del concepto de derivada. La estructura de la clase,
dividida en fases de exploracion, trabajo autobnomo y discusion colectiva, reflejo los principios
metodolodgicos de la Ensefianza Exploratoria (Canavarro, 2011; Oliveira et al., 2013).

Propuesta 3: Deduccion del Teorema Fundamental del Calculo (TFC)
o Eje tematico: Integracion en una variable
e Duracién: 3 horas
e Herramienta principal: Modelizacion de un fendmeno fisico (aceleracion) y GeoGebra

Esta propuesta se centr6 en el vinculo entre derivacion e integracion, a partir de un
contexto fenomenologico de cambio de velocidad en una particula. Se utilizé la visualizacion del
area bajo la curva como construccion progresiva y acumulativa, que dio lugar a la definicién
operativa de la funcion integral y su derivada.

La tarea propicid el transito entre los mundos conceptual y simbdlico-formal, segtin Tall
(2004), y movilizo procesos de razonamiento covariacional (Trevisan & Araman, 2021). El
disefio apoyo la explo93racion de significados dinamicos del area bajo la curva y permitié una
construccion inductiva de la nocion de antiderivada. La articulacion entre contexto,
representacion grafica y formulacion simbolica potencioé una comprension relacional del TFC.

Propuesta 4: Regla de la cadena en funciones multivariables
¢ Eje tematico: Derivacion en varias variables
¢ Duracion: 3 horas
¢ Contexto fenomenologico: Modelo de utilidades de una empresa ficticia

Mediante el andlisis de la utilidad total en funcion del precio de dos productos (pollo frito
y pizza), se disefio una tarea orientada a la deduccion de la Regla de la Cadena mediante el uso
del diagrama de arbol. Las personas estudiantes debian identificar las dependencias funcionales
entre variables, calcular derivadas parciales y realizar inferencias sobre la tasa de cambio
compuesta.

Esta propuesta integroé pensamiento proceptual (Gray & Tall, 1994) y razonamiento
estructural para analizar relaciones entre variables. El contexto permitié significar los objetos
matematicos desde una perspectiva aplicada, promoviendo el razonamiento avanzado a partir de
un modelo contextualizado (Gutiérrez-Fallas & Henriques, 2017). La estructura de la clase
respeto las tres fases de la Ensefianza Exploratoria: tarea significativa, trabajo autonomo,
discusion colectiva.

Estas propuestas permiten evidenciar como un enfoque tedrico-practico, sustentado en la
Ensenanza Exploratoria y la movilizacion de principios de la Didéctica del CDI, puede
transformar la ensefianza de conceptos matematicos desde una l6gica instrumental hacia una
logica comprensiva, visual, exploratoria y argumentativa. En conjunto, ofrecen un marco
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replicable para el disefio de experiencias de aprendizaje que promuevan el desarrollo del
pensamiento matematico avanzado en contextos de educacion superior.

Conclusiones

La ensefianza del CDI continta siendo un terreno fértil para la reflexion didactica y la
innovacion pedagogica. Las persistentes dificultades en su aprendizaje, lejos de ser una
debilidad, deben entenderse como una invitacion a repensar nuestras practicas docentes y los
marcos tedricos que las sustentan. Esta conferencia busca precisamente que ese didlogo continue,
articulando aportes epistemologicos, cognitivos y didacticos con experiencias practicas
desarrolladas en el marco de un proyecto de desarrollo profesional con docentes universitarios.

El modelo de Ensefianza Exploratoria se posiciona como una alternativa metodoldgica
potente, que desafia la l6gica tradicional de la ensefianza del Calculo, al situar al estudiantado
como protagonista activo de su aprendizaje. A través de tareas fenomenoldgicas, el uso de
tecnologias digitales, la movilizacion de representaciones multiples y el fomento del
razonamiento matematico, es posible construir ambientes de aprendizaje que promuevan una
comprension relacional de los conceptos, mas alla de su simple manipulacion algoritmica.

Desde una perspectiva profesional, el trabajo conjunto entre docentes-investigadores ha
mostrado que la transformacion de las practicas no ocurre de forma espontanea, sino que
requiere espacios formativos sostenidos, colaborativos y reflexivos. Las propuestas didacticas
presentadas son el resultado de un proceso colectivo de disefio, implementacion, analisis y
mejora, que da cuenta de una didactica del CDI situada, contextualizada y abierta a la
complejidad de las aulas universitarias.

Finalmente, esta experiencia reafirma que es posible ensefiar CDI de manera comprensiva,
significativa y formativa. Para ello, se requiere una mirada critica sobre los modelos heredados,
apertura a la exploracion didactica y un compromiso €ético con el aprendizaje profundo de las
personas estudiantes. E1 CDI, lejos de ser una barrera para los estudiantes, puede ser una puerta
hacia el desarrollo de su pensamiento matematico avanzado, si sabemos coémo construir el
camino que lleva hasta ella.
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