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Resumen

En esta comunicacion se expondra una breve revision de la literatura sobre la
generalizacion en Matematica y se mostrara una secuencia de actividades abiertas
que fueron disefiadas para una investigacion sobre la generalizacion en geometria.
El objetivo principal de la investigacion fue categorizar las formas, tipos y subtipos
de acciones generalizadoras (Ellis et al., 2021) en estudiantes de formacién de
maestros en Uruguay, utilizando actividades abiertas que trasladan conceptos y
definiciones de figuras planas al espacio tridimensional. Segun Ellis et al. (2021)
para comprender mejor las formas y los tipos de generalizaciones desarrolladas por
los estudiantes son ttiles los problemas o actividades abiertas. Considerando este
marco se identificaron las diferentes formas y tipos de generalizaciones para la
generacion de nuevos conceptos en figuras del espacio.

Palabras clave: Proceso de generalizacion; Geometria; Actividades abiertas;
Pensamiento matematico; Formacioén de maestros.

Definicion y relevancia del problema

Varios investigadores de la Matematica educativa (Dreyfus, 1991; Kaput, 2008; Mason,
1996, entre otros) sefialan la importancia de la generalizacion en Matematica por su incidencia
en el desarrollo del pensamiento matematico y por ser uno de los elementos centrales en la
actividad matematica. Asi mismo, indican que existe evidencia de que la generalizacion permite
la generacion de nuevo conocimiento matematico.

La generalizacion en Matematica es considerada por algunos investigadores como un
proceso (Dorfler, 1991; Harel & Tall, 1991; Kaput, 1999; Mason, 1982; Polya, 1954). Se ha
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detectado el proceso de generalizacion a partir de ver lo general a través de lo particular, a partir
de la identificacion de elementos comunes en un conjunto de objetos, o por la ampliacion de un
dominio matematico o un razonamiento. También se ha documentado que este proceso depende
de las construcciones mentales de cada individuo en el contexto social que es producido.

En la literatura se pueden observar numerosos trabajos sobre el proceso de generalizacion
en algebra (Pérez, 2005; Radford, 2002; Strachota et al., 2017; Trujillo, 2008), particularmente
por el alcance de la generalizacion de patrones para introducir el pensamiento algebraico. Ciertos
estudios realizados se han focalizado en las estrategias de los estudiantes al generalizar, otros en
la generacion de conjeturas y algunos en las representaciones que utilizan los estudiantes a la
hora de generalizar.

Existe una variedad bastante mas acotada sobre los estudios realizados sobre el proceso de
generalizacion en el contexto geométrico. En 1993, Yerushalmy investigo sobre la
generalizacion en geometria con estudiantes de secundaria a través del uso de un software que
permitia a los estudiantes explorar con figuras geométricas planas para establecer conjeturas. A
partir de los datos obtenidos, se observo que los alumnos se desempenaron en dos tipos de
generalizaciones en geometria: 1) generalizaciones de ejemplos, donde los estudiantes
establecieron generalizaciones basandose en casos particulares o ejemplos de un conjunto dado,
y 2) generalizaciones de ideas, donde los alumnos construyeron declaraciones mas generales a
partir de ideas mas especificas.

Otros trabajos como los de Presmeg y McCrone y Brunheira y da Ponte, centraron la
atencion en las argumentaciones de generalizaciones geométricas y los aspectos que
contribuyeron al aprendizaje del proceso de validacion. Por otro lado, Yao en 2018 estudi6 los
tipos de generalizacion al explorar con isometrias en un entorno de geometria dindmica y
clasifico las generalizaciones por ser limitadas a un contexto, por basarse en la percepcion, en
procedimientos o en teorias.

Referencial teorico

Existen estudios (Ellis, 2007; Ellis et al., 2021) que sefalan al proceso de generalizacion
como una herramienta potente para el desarrollo del pensamiento matematico. Ellis et al. (2021),
refinaron y ampliaron la taxonomia de la generalizacion descrita por Ellis en 2007 para estudiar
como generalizan los estudiantes en otras areas de la Matematica, como por ejemplo en algebra
avanzada, trigonometria, precélculo y combinatoria. Para esto propusieron un marco denominado
Relacionar-Formar-Extender (RFE), en el cual se identifican nuevamente tres categorias
principales de generalizacion denominadas formas de generalizacion: relacionar, formar, y
extender. Estas formas se basan en las acciones descritas por Ellis en 2007 con algunos ajustes.
Este marco ofrecié una manera de caracterizar y comprender las acciones de los estudiantes
cuando se involucran en problemas o actividades abiertas en otros contextos matematicos.

El marco Relacionar- Formar -Extender (RFE) desarrollado por Ellis et al. (2021) fue
seleccionado para llevar a cabo esta investigacion ya que lo consideramos adecuado porque fue
disefiado para analizar como generalizan los estudiantes en diversos contextos. Y, por otro lado,
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fue utilizado en problemas o actividades abiertas que permitieron una exploracion y no limitaron
posibles generalizaciones.

La categoria Relacionar refiere a la identificacion de similitudes entre situaciones,
problemas o estrategias que el alumno percibe como contextos distintos. La categoria Formar
indica la identificacion de una relacion dentro de un mismo contexto y determina el desarrollo de
una generalizacion inicial, a veces tentativa, y la categoria de Extender es el uso de una
generalizacion establecida a un dominio més amplio. Estas tres formas no son necesariamente
jerarquicas en sofisticacion o en ocurrencia temporal; la relacion no necesariamente tiene que
ocurrir antes de formar y extender.

Para esta investigacion se elabor6 una tabla (Tabla 1) donde se pueden observar las formas,
los tipos y subtipos de generalizacion descritos en el marco de Ellis et al. (2021). Debido a que
este marco se utilizo en diversas areas es que consideramos necesario elaborar indicadores mas
precisos para la identificacion de cada forma, tipo y subtipo en geometria. Por ejemplo, dentro de
la forma de generalizar Formar, el tipo asociacion de objetos se identificd cuando los estudiantes
asociaron una figura plana con una figura del espacio mediante una representacion figural o
descripcion escrita.

MARCO RELACIONAR- FORMAR- EXTENDER CON INDICADORES

FORMAS DE TIPOS DE
GENERALIZAR DE FORMAS | GENERALIZACION INDICADOR DE TIPOS SUBTIPOS INDICADOR DE SUBTIPO

onundado | Invencion deuna | Relacionan los objetos por su similitud

RELACIONAR analogia en el aspecto fisico

ibujos de
objetos que no refieren al
contexto geométrico

Asocian una figura plana con una figura
del espacio (0 viceversa) porque se fijan

Asociacion de objetos

Asocian una figura plana con una figura
del espacio (0 viceversa) porque es
similar en su forma (es Ia cara que mis

Establecen una relacién de relevancia tiene)
tud a partir de la
6n de dibujos

FORMAR

a Buscan una similitud, propiedad o
| similitud o regularidad | patrén en Ia figura del espacio definida

Describen un procedimiento que
‘permite determinar figuras del espacio
a partir de figuras del plano

‘Establecimiento de una
forma de operar

Identifican una regularidad para todas La identificacién se observa a part de
1as figuras del plano o para todas las Extraido os casos ofrecidos y de caso que
figuras del espacio construyen los esiudiantes

Identificacién de una
regularidad

Mantienen el objeto matematico
definido para el plano en el espacio

Modifican el objeto matemitico
definic ioa

Continuacién

La modificacion realizada implica una
acomodacion significativa segin la
perspectiva de los estudiantes

Alojamiento

Operacién principal

e
de un objeto
encl plano

Transformacién

Figura 1. Marco conceptual con indicadores (Adaptado de Ellis et al., 2021).
Diseiio de las actividades

Para el diseno de las actividades se consideraron las recomendaciones de Ellis et al. (2021)
para comprender mejor las formas y los tipos de generalizaciones desarrolladas por los
estudiantes mediante problemas abiertos:

e deben permitir realizar una exploracion por parte de los estudiantes para analizar las diferentes formas y tipos
en que generalizan.

e que no limiten posibles generalizaciones y que no tengan un fuerte efecto regulador sobre la generalizacion de
los estudiantes, como es el caso de las tareas tipicas de generalizacion de patrones (Dorfler, 2008; Ellis et al.,
2021).
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Se consideraron las indicaciones anteriores y se disefiaron cuatro actividades que incluyen
tablas para completar y preguntas abiertas para responder. Estas actividades incluyeron: (i) tareas
de comparar y contrastar (Zaslavsky, 2008), y (ii) tareas de proponer objetos matematicos
(Maldonado et al., 2015). Las tareas de comparar y contrastar se identifican como tareas que
atienden a similitudes y diferencias. En este tipo de tareas se presentan dos o mas objetos
matematicos con la consigna de investigar en qué son similares y/o en qué difieren, permiten
examinar dos objetos matematicos abiertamente y posibilitan la conexion entre ellos, el
establecimiento de relaciones y la comparacion de casos concretos. Por otro lado, las tareas de
proponer objetos matematicos consisten en tareas que invitan a los estudiantes a proponer un
objeto matematico que mantenga similitudes y diferencias con otro dado. En este tipo de tareas el
estudiante debe crear los objetos matematicos a partir del analisis de las condiciones dadas.

Se considero que las caracteristicas de las actividades se definen por ser potencialmente
abiertas para que los estudiantes puedan explorar y hacer Matematica. Ademas, las tareas de
comparar y contrastar propuestas por Zaslavsky (2008) pretenden que el estudiante investigue a
partir de la busqueda de similitudes y diferencias de ciertos objetos matematicos. La autora
distingue que este tipo de tareas permiten conocer las formas en las que los conocimientos se
relacionan entre si, generar distintos puntos de vista con respecto a estructuras matematicas e
identificar caracteristicas comunes de familias de objetos, entre otras, habilitando atraer la
atencion y la toma de conciencia por parte del estudiante. Por otro lado, ambos tipos de tareas:
las tareas de proponer objetos matematicos (Maldonado et al., 2015) y las de comparar y
contrastar, se enmarcan en las tareas que atienden a similitudes y diferencias propuestas por
Zaslavsky (2008). Ademas, se considera que implementar este tipo de tareas y promover las
distintas resoluciones, actuando el docente como regulador, guia y organizador o promotor de la
discusion grupal, es una metodologia posible que enriquece los procesos de ensefianza y de
aprendizaje al momento de llevar a cabo dichas tareas.

Desde la perspectiva que consideran Ellis et al. (2021), este tipo de tareas pueden generar
multiples soluciones y ser potentes para analizar distintas formas y tipos de generalizacion que
llevan a cabo los estudiantes frente a las mismas.

Descripcion y objetivos de las actividades

Las siguientes actividades se llevaron adelante en un grupo de estudiantes de la asignatura
Matematica II de la carrera de Maestro de Primaria en los Institutos Normales de Montevideo en
Uruguay (Consejo de Formacion en Educacion).

Objetivo de la actividad 1. Identificar qué aspectos consideran relevantes los estudiantes
para determinar la generalizacion de una figura del plano a una figura anéloga en el espacio.

Tabla 1
Actividad 1

ACTIVIDAD 1

A partir de las siguientes figuras del plano, ;como imaginas una figura que tuviera una forma similar o analoga a
cada una de ellas, pero en el espacio?

En el espacio en blanco puedes dibujar como también hacer una descripcion escrita de la figura que imaginas.
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Responde para cada caso:
(Por qué crees que la figura que elegiste representa una figura similar a la del plano, pero en el espacio?
(Qué la hace similar? ;En qué aspectos es similar o analoga?

Fuente: organizacion del autor.

Objetivo de la actividad 2. Identificar qué aspectos consideran relevantes los estudiantes
para determinar una asociacion de una figura del espacio a una figura analoga en el plano.

Tabla 2
Actividad 2

ACTIVIDAD 2

A partir de las siguientes figuras del espacio, ;como imaginas una figura que tuviera una forma similar o analoga
a cada una de ellas, pero en el plano?

En el espacio en blanco puedes dibujar como también hacer una descripcion escrita de la figura que imaginas.

FIGURA DEL PLANO FIGURA DEL ESPACIO

L

Dhs
- A
)

Responde para cada caso:
(Por qué crees que la figura que elegiste representa una figura similar a la del espacio, pero en el plano?
(Qué la hace similar? ;En qué aspectos es similar o analoga?

Fuente: organizacion del autor.
Preguntas entre la actividad 2 y la actividad 3.

Preguntas entre la actividad 2 y la actividad 3

(Qué figuras del plano conocen?
(Qué elementos o propiedades de dichas figuras del plano conocen?

Fuente: organizacion del autor.
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Objetivo de la actividad 3. Identificar los aspectos relevantes que consideran los
estudiantes al definir un concepto en el espacio equivalente a otro definido en el plano.

Tabla 3
Actividades 34 y 3B

ACTIVIDAD 3A
Define un concepto equivalente al de mediana en la figura del espacio analoga o similar al triangulo de la
actividad 1.

ACTIVIDAD 3B
Define un concepto equivalente al de paralela media en la figura del espacio analoga o similar al rectangulo de la
actividad 1.

Fuente: organizacion del autor.

Objetivo de la actividad 4. Identificar qué aspectos consideran relevantes los estudiantes al
buscar propiedades sobre la figura que definieron en la actividad anterior.

Tabla 4
Actividad 4

ACTIVIDAD 4
Indica algunas propiedades que verifique la figura definida en la actividad 3.

Fuente: organizacion del autor.
Conclusiones

El uso de la secuencia didactica propuesta permitio identificar las formas y tipos de
generalizaciones en el trabajo con las actividades propuestas y se vincularon con lo establecido
en el marco el marco RFE de Ellis et al. (2021). Ademas, se pudo comprender la actividad de
generalizacion de los grupos de estudiantes cuando trabajaron con las actividades que implicaron
una transferencia del plano al espacio. Esto evidencio el logro del objetivo de esta investigacion,
expresado como categorizar formas, tipos y subtipos de acciones generalizadoras en el trabajo de
un grupo de estudiantes, de la formacion de maestros del Uruguay, en actividades abiertas que
involucran conceptos y definiciones de figuras del plano que deben ser transferidas al espacio.

En relacion con las caracteristicas de las actividades que se propusieron a los estudiantes,
se observaron conexiones entre las formas y tipos de generalizacion que se establecieron en cada
una de ellas. La actividad 1, promovi6 que los estudiantes establecieran relaciones entre figuras
del plano y figuras del espacio, pero ademas permitié que generaran una forma de crear figuras
del espacio a partir de figuras del plano. Se considera que este punto fue posible gracias a que la
actividad se ide6 de manera que fuera lo mas abierta posible. Es decir, sin guiar o dar algin tipo
de clave figurativa o explicativa para que los estudiantes pudieran expresar su propio
pensamiento.
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La actividad 2, sirvid para que los estudiantes revisaran las relaciones que habian
establecido en un sentido inverso. Nuevamente, permiti6 el establecimiento de nuevas relaciones
y dej6 entrever a partir de las producciones de los estudiantes que pensar del espacio al plano
implicaba una limitacion mayor que del plano al espacio.

La actividad 3, fue potente para que los estudiantes realicen el salto para extender una
definicidon conocida del plano al espacio. Se pudo observar que la mayoria de los grupos en esta
actividad se enfrentaron a un desafio superior que llevo a un desarrollo cognitivo significativo.
Esto se evidencid que en el proceso realizaron operaciones mentales que permitieron generar
nuevo conocimiento. Ademas, las operaciones mentales no siempre concluyeron en una misma
definicidn, esto indico que la transferencia fue habilitada desde la perspectiva del actor, sin el
interés de juzgar si la generalizacion fuera correcta o incorrecta.

Por otro lado, se vio que las relaciones establecidas en las actividades 1 y 2 fueron
utilizadas como apoyo para la realizacion de las actividades 3 y 4. En otras palabras, la
implicacion de las relaciones detectadas cobro sentido en la generacion de definiciones y
propiedades. Por ejemplo, se identifico la relacion la figura plana representaba al menos una cara
o base del poliedro. Por lo que, a la hora de generar una definicion de mediana de un tetraedro o
de paralela media de un prisma, se utilizo el objeto definido en el plano en las caras del poliedro
para realizar dicha transferencia. Es decir, la relacion establecida funcion6é como soporte y, por
otro lado, como detonador para la extension.

En la actividad 4, se pudo identificar que la busqueda de propiedades propicio la formacion
de generalizaciones de las formas formar y extender. En comparacion con las actividades
anteriores, esta fue la actividad que combinoé formas de generalizacion y donde se vieron los
ciclos de generalizaciones. El uso de herramientas digitales en esta actividad fue alto y potencid
a que los estudiantes formaran conjeturas y extendieran hacia otros poliedros.

Por otro lado, las actividades 3 y 4 contribuyeron a incluir herramientas mas diversas: software
GeoGebra, maquetas 3D, estructuras con cajas, etc. Estas herramientas se vieron utilizadas como
forma de comprobar las conjeturas que los estudiantes proponian, tanto para definir como para
analizar propiedades. Lo que diferencié las comprobaciones en material concreto de los que
usaron GeoGebra fueron el tipo de herramientas utilizadas. Aquellos grupos que utilizaron
material concreto se valieron de mediciones con regla, y los que utilizaron el software pusieron
en juego otras herramientas ademas de la medida; conceptos de perpendicularidad y paralelismo,
entre otros.

En resumen, por lo descrito anteriormente se evidencia que los resultados obtenidos son
significativos ya que contribuyen a explicar de manera efectiva el desarrollo del conocimiento
geométrico, en particular sobre las formas, tipos y subtipos de acciones generalizadoras que
vinculan el plano con el espacio. Este proceso ha permitido una comprension mas profunda y una
mayor apreciacion de las relaciones y conceptos geométricos, consolidando asi el logro del
objetivo principal de esta investigacion.
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