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Resumen

Aunque existen estudios epistemologicos que sefialan que los nimeros enteros surgen en el
ambito algebraico, habitualmente se introducen desde el &mbito aritmético por medio de
los modelos concretos. En este trabajo, tras estudiar los modelos concretos en la ensefianza
de los nimeros enteros, se analizan las respuestas de 148 estudiantes del Grado en
Educacién Primaria a un cuestionario sobre obstaculos en el aprendizaje de los nimeros
enteros. Del analisis de las respuestas se infiere que la ensefianza de los nimeros enteros en
contextos aritméticos con modelos concretos mantiene la consideracién del nimero como
cantidad de magnitud, adquirida en la Educacion Primaria con los nimeros naturales, lo
que obstaculiza la aceptacion y comprensién de los numeros enteros. Para superar el
obstaculo, se requiere una ruptura con el pensamiento matematico de los estudiantes y un
cambio hacia contextos algebraicos en la ensefianza de los numeros enteros.

Comunicacion, Media inferior IV CEMACYC, Santo Domingo,
Republica Dominicana, 2025.


mailto:alberto.zapatera@ua.es
mailto:angela.buforn@ua.es
mailto:eduardo.quevedo@ulpgc.es
mailto:ruben.lijo@ulpgc.es

El nmero como cantidad de magnitud en la ensefianza de los nimeros enteros con modelos concretos 2

Palabras clave: Matematica educativa; Educacion superior; Formacion docente inicial;
Pensamiento algebraico; Pensamiento numérico.

Introduccion

Las teorias cognitivas consideran el aprendizaje como un proceso de modificacion de
significados, en el que interaccionan los conocimientos a adquirir y los conocimientos previos.
Estas teorias afirman que para aprender algo nuevo, a veces, es preciso modificar (Piaget, 1970),
eliminar (Bachelard, 1948) o revisar (Brousseau, 1989) conocimientos previos que obstaculizan
ese aprendizaje. Pero, si los conocimientos previos fueron Gtiles en su momento, los estudiantes
se muestran reacios a eliminarlos y tratan de mantenerlos, dificultando la adquisicion de los
nuevos. A estos conocimientos previos que dificultan la adquisicion de nuevos conocimientos,
Brousseau (1989) los denomino obstaculos epistemoldgicos y los diferencio de los obstaculos
ontogenéticos, que derivan de la naturaleza y del momento evolutivo del alumno, y de los
obstaculos didacticos, que derivan de las elecciones didacticas del profesor o del sistema. La
consideracién del namero como cantidad de magnitud adquirida en Educacion Primaria con el
estudio de los nUmeros naturales, posteriormente en Educacion Secundaria, dificulta el
aprendizaje de los nimeros enteros, convirtiéndose asi en un obstaculo epistemoldgico.

En esta comunicacion se estudia si el obstaculo del nimero como cantidad de magnitud
real persiste a lo largo del tiempo en estudiantes que han recibido la ensefianza de los nimeros
enteros en contextos aritméticos con modelos concretos.

Marco tedrico

Habitualmente, la ensefianza del campo numérico se inicia con los nimeros naturales y
racionales positivos en Educacion Primaria. Posteriormente, tomando este conocimiento como
base, se plantea el estudio de los nimeros enteros en los primeros cursos de Educacion
Secundaria o, en algunas ocasiones, en los ultimos cursos de Educacion Primaria. A partir de este
conocimiento, se estudian los nimeros racionales y los nimeros reales.

Los nimeros naturales se presentan habitualmente como cantidades de magnitud y sus
operaciones se asocian con las acciones de juntar, quitar, repetir o repartir; es decir, se estudian
en un entorno aritmético y se justifica por la necesidad de modelizar situaciones concretas y
reales. Para Brousseau (1989), la consideracién de los numeros como objetos matematicos que
representan cantidades de magnitud, adquirida con los nimeros naturales, presenta un obstaculo
epistemoldgico en la ensefianza de los numeros enteros. En esta linea, Iriarte et al. (1991)
consideran que “el gran obstaculo para la aceptacion y reconocimiento del nimero negativo fue
la creencia [...] que identifica nimero con cantidad” (p. 13).

Histéricamente los nimeros enteros se han introducido desde enfoques memoristicos,
inductivos, deductivos o constructivos, pero, actualmente se suelen presentar en un entorno
aritmético apoyados en modelos concretos basados en el estudio de magnitudes opuestas.

Los modelos concretos son situaciones, cercanas a los estudiantes, que emplean
magnitudes de dos sentidos (positivo y negativo) que son indicadas con los signos méas y menos.
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De esta manera, si estos signos con los nimeros naturales significan una suma o una resta, con
los enteros también pueden representar un estado o una cualidad. Si los signos se refieren a una
suma o una resta, su significado es binario u operativo, y si se refieren a un estado o una
cualidad, su significado es unario o predicativo.

Ademas, los modelos concretos pueden ser de neutralizacion y de desplazamiento. Los
modelos de neutralizacion se contextualizan en situaciones como haberes y deudas, ganancias y
pérdidas o fichas de colores que se neutralizan; y los modelos de desplazamiento se
contextualizan en situaciones de temperaturas, movimientos del ascensor o ejes cronologicos.

La necesidad de representar magnitudes con dos sentidos, que se alega para utilizar los
modelos concretos, es ficticia: ambos sentidos pueden diferenciarse, sin necesidad de utilizar
signos, con numeros naturales debidamente contextualizados. Por ejemplo, +3 y -3 se pueden
contextualizar, en el modelo de neutralizacion de ganancias-pérdidas, como “ganar 3” y “perder
37,y en el modelo de desplazamiento del termdmetro, como “3° por encima de cero” y “3° por
debajo de cero”. Esta argumentacion se puede extender a los problemas, donde la resolucion
aritmética con nimeros enteros, con frecuencia, es mas compleja y menos creible que con
nameros naturales. Desde esta perspectiva, la aritmética elemental ni necesita ni justifica la
utilizacion de los nimeros enteros.

En los modelos concretos se encuentran tanto situaciones de estructura aditiva como
multiplicativa. En la estructura aditiva, el signo unario se refiere, en los modelos de
neutralizacion, a los dos sentidos de la magnitud y, en los modelos de desplazamiento, se refiere
a la posicion, a la derecha o a la izquierda del cero. En los modelos de neutralizacion, el signo
binario se refiere a las acciones de afiadir o quitar, mientras que en los modelos de
desplazamiento se refiere a desplazamientos a la derecha o a la izquierda.

Los modelos concretos pueden provocar errores en la estructura aditiva; por ejemplo, la
expresion (-3) — (-2)puede interpretarse, en el modelo de neutralizacion tener-deber, que debe 3
y, aungue le perdonen una deuda de 2, atn sigue debiendo 3, es decir, (-3) — (-2) = -3; y en el
modelo de desplazamiento en la recta, también podria interpretarse que la diferencia entre la
posicion -3 y la posicion -2 es 1, es decir, (-3)—(-2) = 1.

La estructura multiplicativa, en los dos tipos de modelos, resulta compleja y alejada de la
experiencia del estudiante, que, con frecuencia, no llega a comprender las reglas de los signos.
Por ejemplo, en el modelo de neutralizacién con fichas de colores, (-3)-(-2) significa quitar 3
veces 2 fichas negativas, por lo que el signo menos de -3 seria binario y el de -2 seria unario; y
en los modelos de desplazamiento, el signo del -3 significa un cambio de sentido y el del -2 un
desplazamiento. En ambos modelos, la operacion resulta confusa y dificil de comprender.

El orden en los modelos concretos obliga al estudiante a emitir juicios de valor en los que
lo positivo siempre es mejor que lo negativo. En los modelos de neutralizacion es facil entender
que “tener” es mejor que “deber”, pero no es facil entender que una ficha es mejor que otra por
ser de un determinado color; tampoco es facil de comprender en los modelos de desplazamiento,
gue un numero sea mayor que otro porque esta detras de él, en el sentido definido como positivo.
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De esta manera, aunque los modelos concretos “justifican bastante satisfactoriamente la
suma de enteros, no ocurre lo mismo con el producto” (Cid, 2015, p. 65), por lo que
investigadores como Glaeser (1981) o Cid (2015) proponen su utilizacion, en determinados
casos, en la estructura aditiva, pero no en la estructura multiplicativa, al considerar que pueden
obstaculizarla comprension de los niUmeros enteros.

Ademas, estudios epistemoldgicos sefialan que la razon de ser de los niUmeros negativos
proviene del ambito algebraico (Cid et al., 2020) y que, histéricamente, la aritmética ha supuesto
un obstaculo para su aceptacion y comprension (Brousseau, 1989; Cid, 2015; Cid et al., 2020;
Glaeser, 1981).

Si para Brousseau (1989) el obstaculo para la ensefianza de los nimeros enteros es la
consideracion de los nUmeros como objetos matematicos que representan una cantidad de
magnitud, para Gonzalez (1995), el obstaculo es la creencia que identifica nimero con cantidad.
En la misma linea, Iriarte et al. (1991) consideran que la gran idea que obstaculiz6 “la aceptacion
y reconocimiento del nimero negativo es la creencia [...] que identifica nimero con cantidad”
(p. 13) y concretaron esta idea obstaculizadora en ocho obstaculos vinculados a la idea de
nmero como cantidad de magnitud real: (1) el nGmero como expresion de cantidad, (2) la suma
como aumento, (3) la sustraccion como disminucion, (4) la multiplicacion como multiplicacion
natural, (5) la division como division natural, (6) el orden de los negativos como orden natural,
(7) ignorar el signo y (8) la identificacion de los simbolos literales como nimeros positivos.

En esta investigacion nos centramos en el obstaculo del nimero como cantidad de
magnitud real, que Glaeser (1981) denomino “estadio de las relaciones concretas”, y que
dificulto la aceptacion del nimero entero como objeto matematico. Herrera (2021) considera que
la concepcidn del nimero como representacion de la realidad atn persiste en la ensefianza de los
numeros enteros y Zapatera et al. (2024) consideran que su superacion requiere un cambio en los
procesos de ensefianza y una ruptura en el pensamiento matematico que el estudiante ha ido
construyendo durante la Educacién Primaria a partir de los nimeros naturales.

Desde esta perspectiva, el objetivo de esta investigacion consiste en estudiar si el obstaculo
del nimero como cantidad de magnitud real persiste a lo largo del tiempo en estudiantes que han
recibido la ensefianza de los nUmeros enteros en contextos aritméticos con modelos concretos.

Metodologia

En esta investigacion han participado 148 estudiantes del 1° curso del Grado en Educacién
Primaria de la Universidad de Las Palmas de Gran Canaria, que no habian recibido previamente
una instruccién especifica, en sus estudios de Grado, sobre los nimeros enteros, por lo que sus
conocimientos de los nimeros enteros se remontaban, mayoritariamente, a los construidos en la
Educacion Secundaria desde el ambito aritmético mediante los modelos concretos. El tipo de
investigacion llevada a cabo en este estudio es de investigacion-accion ya que se busca mejorar
la practica docente a partir de tareas en formacion inicial de maestros para fomentar el desarrollo
personal y profesional de los participantes.
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El cuestionario utilizado (Figura 2) recoge las ocho cuestiones que analizaron Iriarte et al.
(1991) para estudiar los ocho obstéaculos de la idea obstaculizadora ““lo real como obstaculo”.

Cuestionario estudiantes del 1° curso del Grado de Educacion Primaria

;Puedes encontrar una situacion real en la que tenga sentido —(-3)?
;Puedes encontrar un niimero que sumado a 5 dé 27?
. Es posible encontrar un nimero que restado de 7 dé 107
. Es posible encontrar un multiplo de 5 menor que 3 y distinto de cero?
(Es correcta la siguiente division? 3 }47

11

;Cual es el nimero mayor en una unidad a -3?

kW=

o

7. -7 grados en Moscu y -3 en Budapest. Si alguien hubiera viajado de Mosct a Budapest, ;habria
notado una subida o una bajada de temperatura?

8. Siaes positivo y b es negativo, a - b es un nimero positivo

Figura 2. Cuestionario utilizado en la investigacion (Iriarte et al., 1991)
Se han analizado los datos agrupando las respuestas semejantes de cada cuestion en tres

grupos: respuestas correctas, respuestas incompletas o sin justificar y respuestas incorrectas.
Ejemplos de estas categorias se muestran en el apartado de resultados.

Resultados

En la Tabla 1 se muestran los resultados obtenidos en cada una de las cuestiones que se han
utilizado para analizar los ocho obstaculos definidos por Iriarte et al. (1991).

Tabla 1
Resultados del cuestionario sobre los ocho obstaculos definidos por Iriarte et al. (1991)

NUmero de respuestas y porcentajes
Correctas Incompletas  Incorrectas

Cuestion 1 (nimero como expresion de cantidad) 30 (20%) 9 (6%) 109 (74%)
Cuestion 2 (suma como aumento) 132 (89) 2 (1%) 14 (10%)
Cuestién 3 (sustraccién como disminucion) 67 (45%) 2 (1%) 79 (54%)
Cuestion 4 (multiplicacion como multiplicacion natural) 32 (22%) 2 (1%) 114 (77%)
Cuestion 5 (divisién como division natural) 3 (2%) 5 (3%) 140 (95%)
Cuestién 6 (orden de los negativos como orden natural) 132 (89%) 0 (0%) 16 (11%)
Cuestion 7 (ignorar el signo) 144 (97%) 0 (0%) 4 (3%)

Cuestion 8 (simbolos literales como nimeros positivos) 42 (28%) 43 (29%) 63 (43%)
Total 73 (49%) 8 (5%) 67 (46%)

Los obstaculos que mas dificultades han generado en los participantes han sido el nUmero
como expresion de cantidad (cuestién 1), la sustraccion como disminucion (cuestion 3), la
multiplicacion como multiplicacion natural (cuestion 4), la division como division natural
(cuestién 5) y la identificacion de los simbolos literales como ndmeros positivos (cuestion 8).
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En la primera cuestion, solo el 20% de los participantes ha encontrado una situacion real
que se ajusta a la expresion —(-3); unos escribiendo, por ejemplo, “me quitan una deuda de 3€”, y
otros, considerando“—(-3) = +3” y escribiendo una situacion real a partir de +3, como, por
ejemplo, “tengo 3€”.En la mayoria de las respuestas incorrectas, los participantes reconocen que
no pueden encontrar una situacion real en la que tenga sentido la expresion y algunos han
descrito situaciones como “debo 3 €”.

En la segunda cuestion, la mayoria de los participantes, un 89%, ha sido capaz de encontrar
el nimero -3, que sumado a 5 da -2; muchos de ellos, ademas, han justificado su respuesta
escribiendo la suma “5+ (-3) = -2”.

Menos de la mitad de los participantes, el 45%, ha sido capaz de encontrar, en la tercera
cuestion, el nimero -3, que restado de 7 da 10; casi todos ellos, ademas, han escrito la resta. “7 —
(-3) =10". Sin embargo, casi otra mitad ha considerado el 7 como sustraendo, en lugar de
minuendo, y han contestado que el valor requerido es 17, porque “17 — 7 = 10”.

Solo el 22% de los participantes ha encontrado, en la cuarta cuestion, un maltiplo de 5
menor que 3 y distinto de cero, escribiendo multiplos negativos, “-5, -10,...”. El 25% ha escrito
el nimero 1 y casi todos los demas han reconocido que “no se puede” o que “no existen”.

Solo un 2% ha reconocido, en la quinta cuestion, la posibilidad de que existan restos
negativos justificandolo con la prueba de la division, “4 - 1 + (-1) = 3”. El resto ha contestado
que no es correcta y, muchos de ellos han afirmado que “el resto no puede ser negativo”.

En la sexta cuestion, casi todos los participantes, el 89%, han contestado que el -2 es una
unidad mayor que el -3, y algunos lo han justificado escribiendo “-3 + 1 = -2”.

El 97% de los participantes ha reconocido, en la séptima cuestion, una subida de
temperatura desdelos -7° C de Moscd, a los -3° C de Budapest.

Finalmente, en la Gltima y octava cuestion, el 28% ha considerado correcto que “si a es
positivo y b es negativo, a — b es positivo” justificindolo numéricamente, “4 — (-2) = 6”, 0 con
letras, “a — (-b) = a + b”; otro 29%, aunque ha contestado que si es correcto, pero no ha
justificado la respuesta. La mayoria de los que han contestado que la expresion es incorrecta,
consideran que “depende de los valores de a y de b”.

Conclusiones

Para superar el obstaculo del nGmero como expresion de cantidad es preciso comprender
los significados que puede tener el signo menos, y pocos participantes han demostrado ser
capaces de hacerlo. Ademas, con frecuencia, las expresiones con nimeros negativos son
artificiales y alejadas de la realidad, y pueden ser sustituidas por otras mas sencillas con nimeros
naturales (Martinez et al., 2022), por lo que los nimeros negativos, a veces, son dificiles de
concebir desde el plano real.
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Aunque la mayoria de los participantes entiende que la suma no siempre significa
aumentar, algunos adn contintan con la concepcidn, adquirida con los nimeros naturales, de la
suma como accion de afiadir una cantidad a otra y consideran que el resultado de una suma
siempre debe ser mayor que los sumandos (Bishop et al., 2014). Pero, si en los nimeros naturales
sumar y restar tienen significados contrarios, en los enteros una misma situacion puede
representarse de dos formas distintas; por ejemplo, ganar 3 equivale a perder -3 y perder 3
equivale a ganar -3. Los modelos concretos no evidencian esta relacion y mantienen la
consideracion de que sumar es afiadir y restar es quitar, por lo que los estudiantes conciben la
suma como un aumento y la resta como una disminucion. Mas de la mitad de los participantes
continda asociando la resta con la accion de quitar, por lo que consideran que el resultado
siempre debe ser menor que el minuendo (Bishop et al., 2014). Muchos estudiantes extienden la
propiedad conmutativa de la suma a la resta para que el minuendo sea mayor que el sustraendo
como con los numeros naturales (Peled et al., 1989); es decir, operan con los nimeros enteros
como lo harian con los naturales (Martinez et al., 2022).

Muchos participantes atn conciben la multiplicacion de los enteros como la de los
naturales, de forma que el producto siempre serd mayor que los factores y positivo (Bell et al.,
1981). Desde el entorno aritmético de los modelos concretos no tiene cabida la regla de los
signos de la multiplicacidn, en especial que el producto de dos nimeros negativos sea un nimero
positivo, lo que dificulta la comprension de su estructura multiplicativa. Aunque los participantes
estan habituados a dividir nUmeros negativos, casi todos conciben la division como division
natural, es decir, como reparto de una cantidad en la que el resto es la cantidad sobrante, por lo
gue no puede ser negativo.

La mayoria de los participantes han encontrado el nimero que es una unidad mayor que un
nUmero negativo; es decir, son capaces de reconocer el orden de los negativos, aunque pocos
justifican su respuesta. Sin embargo, Gonzalez (1995) sostiene que el orden de los enteros es un
orden total y que los modelos concretos inducen dos érdenes parciales y opuestos. Los
participantes estan familiarizados con los problemas aditivos con nimeros enteros y con los
modelos de desplazamiento, especialmente con el de temperatura, por lo que casi todos
reconocen los signos de las dos temperaturas y las comparan correctamente. La mayoria de los
participantes identifica las letras con valores positivos, confirmando su tendencia a asignar solo
numeros naturales a los simbolos y a tratar expresiones del tipo -b Unicamente como cantidades
negativas (Lamb et al., 2012).

A partir de estas conclusiones, se infiere que la ensefianza de los nimeros enteros a través
de los modelos concretos no justifica la necesidad de los nimeros negativos y mantiene la
consideracién del namero como cantidad de magnitud real. Asi pues, consideramos que la idea
del nimero como cantidad de magnitud real adquirida en la Educacion Primaria persiste en el
pensamiento matematico de los futuros docentes despues de 5 0 6 afios de ensefianza de los
nameros enteros con modelos concretos.

Por otra parte, los numeros naturales surgen en el ambito aritmético de la necesidad de
modelizar el mundo real, pero los enteros surgen en el ambito algebraico de la necesidad de
resolver ecuaciones con coeficientes y soluciones enteras. Considerando lo anterior, se evidencia
que la ensefianza de los numeros enteros desde el ambito aritmético puede obstaculizar su
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aceptacion y comprensién (Brousseau, 1989; Cid, 2015; Cid et al., 2020; Glaeser, 1981).
Consideramos también que, aunque la resolucién de determinadas situaciones aditivas con
numeros enteros puede iniciarse a través de los modelos concretos, es en el &mbito algebraico
donde se pueden superar los obstaculos que plantea la ensefianza de los nUmeros enteros. Desde
esta perspectiva, es fundamental continuar con las investigaciones actuales (i.e. Cid et al., 2020;
Detzel et al., 2021; Martinez et al., 2022) en las que, a partir delas habilidades de calculo
aritmético que poseen los estudiantes, sea posible, “mediante rupturas, hacerlos evolucionar
hacia nuevos conocimientos propios del algebra” (Detzel et al., 2021, p. 53). De este modo, la
investigacion presentada en esta comunicacion tiene un aporte a la educacion matematica ya que
muestra evidencias de la necesidad de un cambio hacia contextos algebraicos en la ensefianza de
los nimeros enteros.
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